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回分晶析 
 

１．装置容積 

 

回分晶析装置の装置容積 VTは、最大懸濁液体積 Vsl,maxの 1.25～1.67 倍を目安に設定する[文献 1]。 

 T sl,maxV V  1.25 ~ 1.67  …(1.1) 

最大懸濁液体積 Vsl,max [m3-懸濁液]は、１バッチあたりの種晶添加量と結晶収量の和で定義される結晶生

産量 P [kg]と収量分の結晶が得られている時点での最大懸濁密度 MT,max [kg/m3-懸濁液]の比で与えられる。 

sl,max
T,max

PV
M

 …(1.2) 

１バッチあたりの結晶生産量 P [kg]は、次式で表される。 
 b ( )P P  …(1.3) 

ただし、Pb は１バッチあたりの結晶生産速度[kg/s]、τは操作時間[s]、θは操作前後の作業(仕込み、予熱、

洗缶等)に要する時間[s]。 

最大懸濁密度 MT,max [kg/m3-懸濁液]は、最大懸濁率(1－ε)max [－]を用いて次式のように導かれる。 
 T,max sl,max c sl,max max(1 )M V V  …(1.4) 

 T,max c max(1 )M  …(1.5) 

P の式と MT,maxの式を Vsl,maxの式に代入する。 

 b
sl,max

c max

( )
(1 )

P
V  …(1.6) 

多くの成書では上式を装置容積として定義しているが、正確には収量分の結晶を含んだ懸濁液の最大体

積である。最大値を用いている理由は、なるべく厳しい側の条件で装置容積を決めるためである。 

VTの式に代入すると、回分晶析装置の装置容積 VTを得る。 

 T
c max(1 )

PV  …(1.7) 

最大懸濁率(1－ε)max は、最大結晶体積 Vc,max(もとの種晶分と種晶に付着した収量分を合わせた結晶体積)

と最大懸濁液体積 Vsl,max の比で表される。 

c,max
max

sl,max
(1 )

V
V

 …(1.8) 

c
max

c

/(1 )
/ /
P

M P
 …(1.9) 

一般に、(1－ε)max=0.25～0.40 の範囲で操作される。［文献 2］ 

MT,maxの式に代入すると、(1－ε)maxを含まない最大懸濁密度 MT,maxを得る。 

 T.max
c/ /

PM
M P

　 …(1.10) 

Vsl,maxの式に代入したものを VTの式に代入すると、(1－ε)maxを含まない装置容積 VTを得る。 
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T
c

M PV  1.25 ~ 1.67  …(1.11) 

溶液密度 ρ [kg/m3]は、近似的に次式で求められる。 

s

L S
L S 　 …(1.12) 

ただし、L は溶媒量[kg]、S は(固体成分としての)溶質量[kg]、ρℓ は溶媒密度、ρs は固体密度(結晶密度 ρc)。 

いま、溶液基準濃度 w0 [kg-溶質/kg-溶液]の溶液が M [kg-溶液]あるとき、上式は次式のように導かれる。 

 
0 0

s

(1 )
M

M w Mw 　 …(1.13) 

（溶液基準）
0 0

s

1
1 w w 　 …(1.14) 

ここで、溶液基準の質量分率 w0 [kg-溶質/kg-溶液]を溶媒基準の質量分率 w [kg-溶質/kg-溶媒]に変更する。

いま、溶液が 1 [kg-溶液]あるとき、溶質量は w0 [kg-溶質/kg-溶液]×1 [kg-溶液]=w0 [kg-溶質]、溶媒量は(1

－w0) [kg-溶媒]となる。したがって、w0/(1－w0) [kg-溶質/kg-溶媒]が w に相当する。w=w0/(1－w0)を w0 に

ついて整理すると、次式が導かれる。 

 0 1
ww

w
 …(1.15) 

ρの式に代入すると、溶媒基準濃度の溶液密度を得る。 

（溶媒基準）

s

1
1

w
w 　 …(1.16) 

 
２．物質収支［文献 3,4］ 

 

  

図 2.1 回分冷却晶析装置まわりの収支計算 
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結晶生産量 P は、種晶添加量 Ws と結晶収量(成長量)Pc の和。操作後の母液と製品結晶は、晶析装置の外

部で固液分離されるが、ここでは簡単のため、晶析装置の内部で完全に固液分離されたものとして収支

図を描いた。製品結晶に対する母液の付着や包含は、考慮していない。(結晶純度 100％) 

 

２．１ 無水物結晶の場合 

 

原料溶液 F [kg](wF0 [kg-溶質/kg-溶液])、種晶量 Ws [kg]、操作後の母液 M [kg](wM0 [kg-溶質/kg-溶液])、

無水物の結晶収量 Panh [kg]に対する物質収支式は、製品結晶に含まれる溶質の質量分率を 1 とみなして次

式で表される。 

（全物質収支） s s anh ( )F W M W P M P  …(2.1.1) 

（成分物質収支） F0 s M0 s anh M0( )Fw W Mw W P Mw P  …(2.1.2) 

全物質収支式の M を成分収支式に代入すると、溶液基準における無水物の結晶収量 Panh [kg]を得る。（種

晶上に析出する重量分が収量に相当する。外部より添加された重量分は、収量に含まれない。） 
 F0 anh M0 anh( )Fw F P w P  …(2.1.3) 

 anh M0 F0 M0(1 ) ( )P w F w w  …(2.1.4) 

 F0 M0
anh

M01
w wP F

w
 …(2.1.5) 

ここで、溶液基準の質量分率 w0 [kg-溶質/kg-溶液]を溶媒基準の質量分率 w [kg-溶質/kg-溶媒]に変更する。

いま、溶液が 1 [kg-溶液]あるとき、溶質量は w0 [kg-溶質/kg-溶液]×1 [kg-溶液]=w0 [kg-溶質]、溶媒量は(1

－w0) [kg-溶媒]となる。したがって、w0/(1－w0) [kg-溶質/kg-溶媒]が w に相当する。W= w0/(1－w0)を w0に

ついて整理すると、次式が導かれる。 

 0 1
ww

w
 …(2.1.6) 

これを Panhの式に代入すると、溶媒基準における無水物の結晶収量 Panh [kg]を得る。 

F F M M
anh

M M

(1 ) (1 )
1 { (1 )}

w w w wP F
w w

 …(2.1.7) 

F M F M
anh

M M

(1 ) (1 )
(1 )

w w w wP F
w w

 …(2.1.8) 

F M
anh M

F

(1 )
1

w wP F w
w

 …(2.1.9) 

F M M F
anh

F

(1 ) (1 )
1

w w w wP F
w

 …(2.1.10) 
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F M
anh

F1
w wP F

w
 …(2.1.11) 

全物質収支式に代入すると、母液量 M [kg]を得る。 

anhM F P  …(2.1.12) 

F M

F1
w wM F F

w
 …(2.1.13) 

F M

F
1

1
w wM F

w
 …(2.1.14) 

F F M

F

(1 ) ( )
1

w w wM F
w

 …(2.1.15) 

M

F

1
1

wM F
w

 …(2.1.16) 

母液量あたりの結晶収量 Panh/M [kg-溶質/kg-溶液]は、次式のようになる。 

 
anh F M M

F F

1
1 1

P w w wF F
w wM

 …(2.1.17) 

 anh F M

M1
P w w
M w

 …(2.1.18) 

 

２．２ 水和物結晶の場合 

 

水和物の結晶収量 Phyd [kg]を用いると、物質収支式は次式で表される。 

（全物質収支） s s hyd ( )F W M W P M P  …(2.2.1) 

（成分物質収支） 
hyds s

F0 M0 M0( / )
PW WFw Mw Mw P R

R R R
 …(2.2.2) 

ただし、R は無水物に対する水和物のモル質量比(=Mhyd/Manh)[－]。 

成分収支式の右辺第 3 項は、次式のように変形することで、水和物中に含まれる無水物の重量 Panh [kg]

を表すことが理解される。 

 
hyd hyd anh anh

hyd hyd anh
hyd anh hyd hyd

P P M n PP P P
R M M M n P

 …(2.2.3) 

ただし、Manhと Mhyd は無水物と水和物のモル質量[kg/mol]、n は物質量[mol]。 

全物質収支式の M を成分収支式に代入すると、溶液基準における水和物の結晶収量 Phyd [kg]を得る。 

 
hyd

F0 hyd M0( )
P

Fw F P w
R

 …(2.2.4) 

 hyd M0 F0 M0
1 ( )P w F w w
R

 …(2.2.5) 
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 F0 M0
hyd

M0

( )
(1 )

F w wP
R w

 …(2.2.6) 

 F0 M0
hyd

M0

( )
1

FR w wP
Rw

 …(2.2.7) 

w0 の式を用いると、溶媒基準における水和物の結晶収量 Phyd [kg]を得る。 

F F M M
hyd

M M

(1 ) (1 )
1 { (1 )}

w w w wP FR
Rw w

 …(2.2.8) 

F M F M
hyd

M M

(1 ) (1 )
(1 )

w w w wP FR
w Rw

 …(2.2.9) 

F M M F F
hyd

M

{ (1 ) (1 )} (1 )
1 (1 )

w w w w wP FR
R w

 …(2.2.10) 

F M
hyd

F M

( )
(1 )[1 (1 ) ]

FR w wP
w R w

 …(2.2.11) 

全物質収支式に代入すると、母液量 M [kg]を得る。 

hydM F P  …(2.2.12) 

F M

F M

( )
(1 )[1 (1 ) ]

FR w wM F
w R w

 …(2.2.13) 

F M F M

F M

(1 ){1 (1 ) } ( )
(1 ){1 (1 ) }

w R w R w wM F
w R w

 …(2.2.14) 

F F M F M

F M

(1 ) (1 )(1 )
(1 ){1 (1 ) }

w w R w Rw RwM F
w R w

 …(2.2.15) 

F F M M F M

F M

(1 ) (1 )( )
(1 ){1 (1 ) }

w w w Rw Rw RwM F
w R w

 …(2.2.16) 

F M M F M M F M

F M

(1 ) ( ) ( )
(1 ){1 (1 ) }

w w Rw w w Rw Rw RwM F
w R w

 …(2.2.17) 

F M F M F M F

F M

(1 )
(1 ){1 (1 ) }

w w w w Rw w RwM F
w R w

 …(2.2.18) 

F M F F M

F M

(1 ) (1 ) (1 )
(1 ){1 (1 ) }

w w w Rw wM F
w R w

 …(2.2.19) 

F M F M

F M

(1 )(1 ) (1 )
(1 ){1 (1 ) }
w w Rw wM F

w R w
 …(2.2.20) 

M F F

F M

(1 ){(1 ) }
(1 ){1 (1 ) }

w w RwM F
w R w

 …(2.2.21) 

M F

F M

1 1 (1 )
1 1 (1 )

w R wM F
w R w

 …(2.2.22) 
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母液量あたりの結晶収量 Phyd/M [kg-溶質/kg-溶液]は、次式のようになる。 

 
hyd F M M F

F M F M

( ) 1 1 (1 )
(1 )[1 (1 ) ] 1 1 (1 )

P FR w w w R wF
w R w w R wM

 …(2.2.23) 

 
hyd F M

F M1 (1 ) 1
P w wR
M R w w

 …(2.2.24) 

 

３．熱収支 

 

３．１ 所要伝熱量［文献 3,4］ 

 

原料溶液、種晶、晶析後の母液、結晶の比エンタルピーをそれぞれ iF、isd(≒iP)、iM、iP [J/kg]、原料溶

液側から冷却水側へ排出された熱量(冷却の伝熱量)を Qc [J]とするとき、ジャケットを除く結晶缶周りの

熱収支式は、次式で表される。 

F s sd c M PFi W i Q Mi Pi  P s sd c P[ + ]Pi W i P i  …(3.1.1) 

比エンタルピー差(iF－iM)および(iM－iP)は、溶液と溶媒の比エンタルピーを等置して、次式で表される。 
 F M p 0 f( )i i C T T  …(3.1.2) 

 M P crysi i H  …(3.1.3) 

ただし、Cp は原料溶液の平均比熱容量[J/(kg･K)]、T0 は原料溶液の初期温度[K]、Tfは原料溶液の最終温度

[K]、 Hcrys は晶析熱[J/kg]。 

iFと iM は、次式のようになる。 

 F M p 0 f P crys p 0 f( ) ( ) ( )i i C T T i H C T T  …(3.1.4) 

 M P crysi i H  …(3.1.5) 

iFと iM を熱収支式に代入し、全収支式より M を消去すると、1 バッチあたりの所要伝熱量 Qc [J]を得る。 

P crys p 0 f c P crys c P[( ) ( )] ( )F i H C T T Q M i H P i  …(3.1.6) 

P crys p 0 f c c P crys c P( ) ( ) ( )( )F i H FC T T Q F P i H P i  …(3.1.7) 

P crys p 0 f c P crys c P c crys c P( )Fi F H FC T T Q Fi F H P i P H P i  …(3.1.8) 

c p 0 f c crys( )Q FC T T P H  …(3.1.9) 
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図 3.1.1 回分冷却晶析におけるエンタルピー推移の考え方 

点Ｆの原料溶液を点Ｍまで冷却する。続いて、一部の溶質が結晶化して点Ｐへ移る。結晶化せずに残る

溶質と溶媒(あわせて母液)は、点Ｍに留まる。組成の影響は、ここでは考慮していない。 

 
３．２ 所要冷却水量 

 

ジャケット内を流れる冷却水の入口側と出口側の流量および比エンタルピーをそれぞれ W [kg/s]、D 

[kg/s]、iW [J/kg]、iD [J/kg]とするとき、ジャケットを含む結晶缶周りの熱収支式は、次式で表される。 

F s P W M P DFi W i W i Mi Pi D i  P s sd c P[ + ]Pi W i P i  …(3.2.1) 

ただし、τは回分時間(冷却時間)[s]。 

比エンタルピーの関係式は、次式で表される。 

F M p 0 f P crys p 0 f( ) ( ) ( )i i C T T i H C T T  …(3.2.2) 

 M P crysi i H  …(3.2.3) 

 
in out,f in out,0

D W ph W ph2 2
T T T T

i i C i C T  …(3.2.4) 

ただし、Cph は冷却水の比熱容量[J/(kg･K)]、Tin はジャケット入口側の冷却水温度[K]、Tout はジャケット

出口側の冷却水温度[K]、 T 冷却水の平均温度上昇[K]、添え字 0 は初期、f は最終。 

冷却水の入口温度 Tinは、操作中一定である。一方、出口温度 Tout は、回分操作の場合、撹拌液温度の

低下とともに変化する。そこで、操作前後における出入口温度の算術平均をとり、定数扱いとする。そ

の温度差 T [K]の分だけ冷却水が一様に温度上昇して流出するものとみなす。 

比エンタルピーの式を熱収支式に代入する。 

 P crys p 0 f W P crys c P W ph[( ) ( )] ( ) ( )F i H C T T W i M i H Pi D i C T  …(3.2.5) 

全物質収支式を用いて M を消去し、冷却水出口側の流量を入口側と等置すると(D=W)、1 バッチあたりの

所要冷却水量 Wc [kg]を得る。 

T0Tf

iF

iM

iP

Ｆ

Ｍ

Ｐ

Cp(T0－Tf)

ΔHcrys
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P crys p 0 f W c P crys c P W ph[( ) ( )] ( )( ) ( )F i H C T T W i F P i H P i D i C T  …(3.2.6) 

 P crys p 0 f W P crys c P c crys c P W ph( )Fi F H FC T T W i Fi F H P i P H P i D i D C T  …(3.2.7) 

p 0 f c crys ph( )FC T T P H W C T  [W=D] …(3.2.8) 

p 0 f c crys
c

ph

( )FC T T P H
W

C T
 [Wc=Wτ] …(3.2.9) 

制御冷却操作など、冷却水流量 W を操作中に変化させる場合は、W の代わりに平均流量 Wavを用いる。 

 

４．個数収支 

 

回分晶析の場合は、非定常条件での偏微分方程式を解くことになる。ここでは簡単のため、操作前後

での個数収支を考える。二次核発生や凝集など結晶個数の増減が起こらない理想成長条件下では、種晶

添加個数 Nsと製品結晶個数 Npは等しくなる。 

 s pN N  …(4.1) 

種晶添加量 Ws [kg]と結晶生産量 P [kg](種晶量と結晶収量の和)は、それぞれ次式で表される。 

 3
s s V c sW N ρ L  …(4.2) 

 3
p V c pP N ρ L  …(4.3) 

上の２式を最初の個数収支式に代入すると、１バッチあたりの種晶添加量 Ws [kg]を得る。 

s
3 3

V c s V c p

W P
ρ L ρ L

 …(4.4) 

3
s s p( )W P L L  …(4.5) 

 3
s s c s p( )( )W W P L L  s c[ ]P W P  …(4.6) 

 3 3
s s p c s p[1 ( ) ] ( )W L L P L L  …(4.7) 

 3 3 3 3 3
s p s p c s p( )W L L L P L L  …(4.8) 

 
3

c s
s 3 3

p s

P LW
L L

 …(4.9) 

 

５．冷却操作 

 

５．１ 制御冷却 

 

 操作初期は緩やかに冷却して過飽和の生成速度を緩やかとし、種晶が成長して過飽和の消費量に余裕
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の出てくる操作後半において冷却速度を大きくする。そうすることで、終始、溶質濃度が準安定域内に

保持された状態で操作できる(制御冷却)［文献 5,6］。種晶の粒径は事前に揃えておくので、結晶の破砕

や凝集さえ抑止できれば、粒径の均質な結晶を生産することができる。冷却速度と結晶化速度(核発生と

成長)を均衡させることが工学的指針となる。[文献 7-9] 

 

 

図 5.1 冷却曲線の例 

 

5.1.1 種晶が添加される場合 

冷却に伴う過飽和の生成速度と結晶成長に伴う消費速度を等置する。 

totdd( Δ )
d d

WV C
t t

 …(5.1.1.1) 

ただし、V は液体積[m3]、 C(=C－C*)は過飽和度[kg/m3]、t は時間[s]、Wtot は全結晶質量[kg]。 

装置内の液体積 V を定数とみなし、温度 T の時間微分項をつくる。さらに、全結晶質量 Wtot を粒子特性

に関する式に置き換え、線成長速度 G と時間 t を用いて粒径 L を消去する。 

 3
V c

d(Δ ) d d(Δ ) ( )
d d d

C VV C N L
t t t

 …(5.1.1.2) 

ただし、N は結晶個数[#]、 V は体積形状係数[-]、ρc は結晶密度[kg/m3]、L は結晶粒径[m]。 

 3
V c

d(Δ ) d d0 ( ) ( )
d d d

C LV N L
t L t

 …(5.1.1.3) 

2
V c

d d( *) ( )(3 )
d d

TV C C N L G
t t

 …(5.1.1.4) 

ただし、C は溶質濃度[kg/m3]、C*は溶解度[kg/m3]、G は線成長速度[m/s]。 
2

V c s3 ( )d
d * dd
d d

N G L GtT
C Ct V
T T

 s[ ]L L Gt  …(5.1.1.5) 

10

20

30

40

50

60

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

温
度

[℃
]

無次元時間[－]

制御冷却(種晶添加系) 制御冷却(種晶無添加系)
線形冷却 自然冷却
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ただし、Lsは種晶の初期粒径[m]。 
2 2 2

V c s s3 ( 2 )d
d * dd
d d

N G L GL t G tT
C Ct V
T T

 …(5.1.1.6) 

22
V c s

s s

3d 1 2
d * dd
d d

N GLT Gt Gt
C Ct L LV
T T

 …(5.1.1.7) 

溶解度曲線が一次の多項式( *C a bT )で表されるとき、次式が成り立つ。 

d *
d
C b
T

 …(5.1.1.8) 

溶質濃度 C は、温度に依存しないことから、次式が成り立つ。 

0
d
d

T
C  …(5.1.1.9) 

上の２式を冷却速度式にそれぞれ代入すると、種晶添加系における制御冷却速度式を得る。 

22
V c s

s s

3d 1 2
d ( 0)

N GLT Gt Gt
t V b L L

 …(5.1.1.10) 

2
s

s s s

3d 1 2
d

W GT Gt Gt
t bVL L L

  3
s V c sW N L  …(5.1.1.11) 

ただし、Ws は種晶の初期質量[kg]。 

2

cs
s s

d 1 2
d
T Gt Gtk
t L L

  s
cs

s

3W Gk
bVL

 …(5.1.1.12) 

境界条件 t=0～t、T=T0～T の下で積分する。 

0

2

cs 0 s s
( d ) 1 2 d

T t

T

Gt GtT k t
L L

 …(5.1.1.13) 

22 3

0 cs 0
s s0 0

2
2 3

t t
t G t G tT T k t

L L
 …(5.1.1.14) 

2

0 cs
s s

11
3

Gt GtT T k t
L L

 …(5.1.1.15) 

同様にして、制御冷却速度式を境界条件 t=0～τ、T=T0～Tfの下で積分する。 

2

0 f cs
s s

11
3

G GT T k
L L

 …(5.1.1.16) 
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ただし、τは回分時間[s] 

上２式の比をとり T について整理すると、種晶添加系における制御冷却曲線の式を得る。 

 
2

0 s s
2

0 f s s

1 ( ) (1 3)( )
1 ( ) (1 3)( )

T T Gt L Gt Lt
T T G L G L

 …(5.1.1.17) 

2
s s

0 0 f 2
s s

1 ( ) (1 3)( )( )
1 ( ) (1 3)( )

Gt L Gt LtT T T T
G L G L

 (seeded)  …(5.1.1.18) 

T0 と Tfと Ls は既知、G と τ は事前に計算できることから、操作時間 t のときに溶液温度 T がいくらにな

るように操作すればよいのかが分かる。 

線成長速度 G は、時間によって変化することから、冷却曲線式の形状も時々刻々変化する。なお、G

の代わりに平均線成長速度 Gavを用いると、妥当な曲線形状にならない。そこで、G を含まない式に簡略

化するため、次の近似式を導入する。 
2 2

s s s1 ( ) (1 3)( ) (1 3)( )Gt L Gt L Gt L  …(5.1.1.19) 
2 2

s s s1 ( ) (1 3)( ) (1 3)( )G L G L G L  …(5.1.1.20) 

これらを T の式に代入すると、簡略化された制御冷却曲線式を得る。 

 
2

s
0 0 f 2

s

(1 3)( )( )
(1 3)( )

Gt LtT T T T
G L

 …(5.1.1.21) 

 

3

f00 )( tTTTT  (seeded)  …(5.1.1.22) 

上の近似はかなり強引であるものの、工学的には厳密式よりも安全側に設計された式になっている。 

 

5.1.2 種晶が添加されない場合 

冷却に伴う過飽和の生成速度と結晶析出に伴う過飽和の消費速度を等置する。 

totdd( Δ )
d d

WV C
t t

 …(5.1.2.1) 

全結晶質量 Wtot には、核発生と結晶成長の両方の分が含まれる。 

温度 T の時間微分項と全結晶質量 Wtot を粒子特性に関する式に置き換える。核発生を伴うことから、装

置内の結晶個数が操作中に変化する。種晶添加系の結晶個数 N を時間の変数 N(t)に置き換える。 

3
V c

d(Δ ) d d(Δ ) [ ( ) ]
d d d

C VV C N t L
t t t

 …(5.1.2.2) 

3
V c

d(Δ ) d d0 [ ( ) ]
d d d

C LV N t L
t L t

 …(5.1.2.3) 

3
3

V c
d d d ( ) d( *) ( )

d d d d
T N t LV C C L N t

T t t t
 …(5.1.2.4) 
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3
3

V c
d d ( ) ( ) d d d * d( )

d d d d dd
T L N t N t L C CL

V t V L t T Tt
 …(5.1.2.5) 

溶解度曲線が一次の多項式( *C a bT )で表されるとき、次式が成り立つ。 

d *
d
C b
T

 …(5.1.2.6) 

溶質濃度 C は、温度に依存しない。 

0
d
d

T
C  …(5.1.2.7) 

上の２式を冷却速度式にそれぞれ代入する。 
3

2V cd d ( ) ( ) (3 )
d 0 d
T L N t N t L G
t b V t V

 …(5.1.2.8) 

核発生速度 B [#/(m3･s)]は、次式で表される。 

 
1 d ( )

d
N tB

V t
 …(5.1.2.9) 

変数分離して積分すると、次式となる。 

 
( )N tBt

V
 …(5.1.2.10) 

これらを冷却速度の式に代入すると、種晶無添加系における制御冷却速度式を得る。 

3 2V cd 3( )
d
T L B Bt L G
t b

 …(5.1.2.11) 

3 2V cd [(0+ ) 3 (0+ ) ]
d
T Gt B Bt Gt G
t b

 …(5.1.2.12) 

 3 3V cd (4 )
d
T BG t
t b

 …(5.1.2.13) 

3
cu

d
d
T k t
t

 
3

V c
cu

4BGk
b

 …(5.1.2.14) 

境界条件 t=0～t、T=T0～T の下で積分する。 

0

3
cu 0

( d ) d
T t

T
T k t t  …(5.1.2.15) 

4
cu

0 4
k t

T T  …(5.1.2.16) 

同様にして、制御冷却速度式を境界条件 t=0～τ、T=T0～Tfの下で積分する。 
4

cu
0 f 4

k
T T  …(5.1.2.17) 

上２式の比をとり T について整理すると、種晶無添加系における制御冷却曲線の式を得る。 

4

f00 )( tTTTT  (unseeded)  …(5.1.2.18) 
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上式は、種晶添加系の式と比較して操作序盤の温度勾配がゆるやかになっており、より安全側に設計さ

れた式になっている。 

 

5.1.3 制御冷却時間 

冷却開始から終了までに要する回分冷却時間 τ [s]は、次式で表される。 

p s

max

L L
G

 (seeded) …(5.1.3.1) 

ただし、Gmaxは最大許容線成長速度[m/s]、Lp は製品結晶粒径[m]、Ls は種晶粒径[m]。 

種晶無添加系の場合は、種晶粒径 Lsを 0 と置く。 

p

max

L
G

 (unseeded) …(5.1.3.2) 

回分晶析の場合、過飽和度が時間とともに減少するため、線成長速度も時間変化する。より安全側で設

計するため、操作前後の濃度差を過飽和度として表される最大許容線成長速度を用いる。[文献 10] 

 

５．２ 自然冷却 

 

一般的な冷却操作であり、最大冷却とも呼ばれる。操作初期の温度降下が大きいことから、結晶核が

自然発生しやすいため、単一冷却段での粒径分布制御は困難である。結晶収量さえ確保できればよい、

という程度に考えておくのが無難である。 

 

5.2.1 自然冷却曲線[文献 1,3,11,12] 

冷却の伝熱速度 Q [J/s]は、全伝熱量 Qtot [J]の時間変化を用いて次式で表される。 

tot
lm,t

d
d
QQ UA T

t
 in out

lm,t
in out

( ) ( )Δ
ln[( ) ( )]

T T T TT
T T T T

 …(5.2.1.1) 

ただし、 Tlm,t はある時間における溶液側と冷却水側の対数平均温度差(時間または溶液温度の関数)[K]、

T は溶液温度[K]、Tinと Tout は冷却水温度[K]。 

なお、Q=UA Tlm,t の代わりに Q=UA(T－Tw)を用いる文献も多い。ただし、この場合の冷却水温度 Tw は、

平均温度や入口側温度などの一定値を用いることに留意する必要がある。Q=UA(T－Tw)の式は、本来、ス

チームの潜熱や外気との接触など、熱冷媒側の温度変化が無視できる条件下で用いる式である。実際に

は、撹拌液側の温度 T と冷却水の出口温度 Tout は、操作中に変化する。双方の温度変化を考慮すると、上

の式を用いるのが妥当である。 

操作中のある時間における Qtot は、熱収支で導かれたように、その時間における温度 T の原料溶液を

Tfまで冷却するのに必要な顕熱 Qsolnと、その時間までに結晶化して放出された潜熱 Qcrys の和である。こ

のことを踏まえると、Qtotの時間変化量は次式で表される。 

 
crystot soln dd d

d d d
QQ Q

t t t
 …(5.2.1.2) 

顕熱の時間変化量 dQsoln/dt に負号が付されている理由は、溶液温度 T が時間 t の増大とともに低下するこ

とから、dQsoln/dt 自体は負であり、負号を付して正の値にするためである。 



晶析工学 (新潟大・三上貴司) 

14 

顕熱と潜熱の時間変化項を変数分離すると、冷却速度(－dT/dt)は次式のように導かれる。 

 crystot soln dd d d d
d d d d d

QQ Q T T
t T t T t

 …(5.2.1.3) 

 
crystot soln

lm,t
dd d d

d d d d
QQ Q T UA T

t T T t
 …(5.2.1.4) 

 
lm,t

cryssoln

d
dd d

d d

UA TT
Qt Q

T T

 …(5.2.1.5) 

溶液温度 T の関数としての Qsolnと Qcrys は、それぞれ次式で表される。 
 soln p f( )Q FC T T  …(5.2.1.6) 

 crys c crys( )Q P T H  …(5.2.1.7) 

これらを冷却速度式に代入すると、次式のようになる。 

 lm,t

c
p crys

d
d ( )d

d

UA TT
P Tt FC H

T

 …(5.2.1.8) 

上式に無水物の結晶収量Panhの式を代入し、母液側の質量分率wMを溶液温度の関数としての溶解度w*(T)

に置き換える。(T が減少すると、w*も減少する。) 

 
lm,t

F
p crys

F

d
d * ( )d

d 1

UA TT
t w w TFC H F

T w

 …(5.2.1.9) 

 
lm,t

p crys
F

d
d d * ( )0

d 1

UA TT
t Fw TFC H

T w

 …(5.2.1.10) 

 lm,t

crys
p

F

d
d d * ( )

1 d

UA T FT
Ht w TC

w T

 …(5.2.1.11) 

溶媒基準溶解度 w*には、van’t Hoff 式または多項式を用いる。 

 dΔ 1ln * Hw A
R T

 …(5.2.1.12) 

 
2*w a bT cT  …(5.2.1.13) 

van’t Hoff 式を用いた場合の自然冷却速度式は、次式のように導かれる。 

 
lm,t

crys d
p

F

d
d Δd 1exp

1 d

UA T FT
t H HC A

w T R T

 …(5.2.1.14) 

lm,t

crys d d
p

F

d
d Δ Δd 1 1exp

1 d

UA T FT
t H H HC A A

w T R T R T

 …(5.2.1.15) 
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lm,t

crys d d
p 2

F

d
d Δ Δexp

1

UA T FT
Ht H HC A

w RTRT

 …(5.2.1.16) 

一方、多項式を用いる場合の自然冷却速度式は、次式のように導かれる。 

lm,t

crys
p

F

d
d d * ( )

1 d

UA T FT
Ht w TC

w T

 …(5.2.1.17) 

lm,t

crys 2
p

F

d
d d ( )

1 d

UA T FT
Ht C a bT cT

w T

 …(5.2.1.18) 

lm,t

crys
p

F

d
d ( 2 )

1

UA T FT
Ht C b cT

w

 …(5.2.1.19) 

操作中は、(原料溶液の冷却速度)=(冷却水の加熱速度) の関係式が成り立つ。 

in out
pw out in

in out

( ) ( ) ( )
ln ( ) ( )

T T T TUA WC T T
T T T T

　 …(5.2.1.20) 

 
pwout in

out in
in out

( )
ln ( ) ( )

WCT T T T
T T T T UA

 …(5.2.1.21) 

 in

out pw
ln T T UA

T T WC
 …(5.2.1.22) 

 in

out pw
expT T UA

T T WC
 …(5.2.1.22) 

 in

out

T T K
T T

 
pw

exp UAK
WC

 …(5.2.1.23) 

 out

in

1T T
T T K

 …(5.2.1.24) 

 in
out

T TT T
K

 …(5.2.1.25) 

もう一度、(原料溶液の冷却速度)=(冷却水の加熱速度)の関係式を用いる。 

crys
p pw out in

F

d ( )
1 d

b H TF C WC T T
w t

　 …(5.2.1.26) 

簡単のため、溶解度を一次関数の式に近似した(c=0)。 

crys in
p pw in

F

d
1 d

b H T TTF C WC T T
w t K

　 in
out

T TT T
K

 (5.2.1.27) 

pw in
in

p crys F

d ( )
d (1 )

WC F T TT T T
t C b H w K

　 …(5.2.1.28) 

pw

in p crys F

1 d 11
d (1 )

WC FT
T T t C b H w K

 …(5.2.1.29) 
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境界条件 T=T0~T、t=0～t の下で積分すると、自然冷却曲線の式を得る。 

0

pw

0in p crys F

d 11 d
(1 )

T t

T

WC FT t
T T C b H w K

  …(5.2.1.30) 

0
in

c
ln( ) T

T
tT T  pw

c p crys F

1 11
(1 )

WC F
C b H w K

 …(5.2.1.31) 

in

0 in c
ln T T t

T T
 …(5.2.1.32) 

 in

0 in c
expT T t

T T
 …(5.2.1.33) 

 in 0 in
c

( )exp tT T T T  …(5.2.1.34) 

ただし、τc は冷却曲線の時定数[s]であり、t=τc の時点で初期温度 T0 より 63.2%低下した温度、すなわち

0.368T0 になっていることを表す。なお、1/τc 式の右辺の単位は、時間の逆数[1/s]になっている。このこと

は、κが無次元であること、b の単位が b=dw*/dT より温度の逆数[1/K]になっていることから理解される。

上式において、T0と Tinは既知、τc は定数として計算できることから、操作時間 t のときの溶液温度 T を

操作前に計算することができる。 

 

5.2.2 自然冷却時間 

自然冷却曲線式に回分時間 t=τと最終温度 T=Tfを代入する。 

 f in 0 n
c

i( )expT T T T  …(5.2.2.1) 

 f in

0 in c
expT T

T T
 …(5.2.2.2) 

 
c

f in

0 in
ln T T

T T
 …(5.2.2.3) 

 0 in

f in
c ln T T

T T
 pw

p crysc F

1 11
(1 )

WC F
C b H w

 …(5.2.2.4) 

上式で求められる回分時間は、ある τc が与えられたときに、液温が設定温度 Tfに到達するまでの所要時

間を表しているに過ぎず、種晶を目的の製品粒径まで成長させるのに必要となる時間を表している訳で

はないことに留意する。 
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