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固液間移動現象 
 

１．対流物質移動流束[文献 1,2] 

 

固定座標基準における成分AとBの質量基準対流物質移動流束 nAと nB [kg/(m2･s)]は、次式で表される。 
 AAAn  …(1.1) 

B B Bn  …(1.2) 

ただし、 Aと Bは固定座標基準の移動速度[m/s]、ρAと ρBは均一相中の質量濃度[kg/m3]。 

面積 A [m2]の拡散窓を通過する混合物の質量平均速度 * [m/s]に対する成分 A と B の相対質量流束 jAと

jB [kg/(m2･s)]は、次式で表される。 
 )( AAA *j  …(1.3) 

)( BBB *j  …(1.4) 

混合物の質量平均速度 * [m/s]は、nAと nBの式を用いて次式のように導かれる。 
AAA* BBAABA )(  …(1.5) 

A A B B* A A
A

 A B  …(1.6) 

A B* n A n A
A

 …(1.7) 

BA nn*  …(1.8) 

ただし、ρは全質量濃度[kg/m3]。 

nAと *の式を用いて jAの式を変形する。 
*j AAAA  …(1.9) 

A B
A A A

n nj n  …(1.10) 

A A A A B( )n j w n n  A
Aw  …(1.11) 

wAは成分 A の質量分率[－]。 

成分 A の相対質量流束 jA [kg/(m2･s)]は、質量基準の Fick 式で表される。 

 A
A AB

d
d
wj
z

D  …(1.12) 

ただし、DABは拡散係数[m2/s]。 

nAの式に代入すると、成分 A の質量基準対流物質移動流束 nA [kg/(m2･s)]を得る。 

A
A AB A A B

d ( )
d
wn w n n
z

D  …(1.13) 

上式の右辺第 1 項および第 2 項は、それぞれ拡散項と対流項を表している。 
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２．物質移動速度 

 

晶析過程における固液境膜内の物質移動は、移動論的には一方拡散に相当する。すなわち、結晶化し

ない成分 B(溶媒分子)は動かず、結晶化する成分 A(溶質分子)のみが液相から固相へ向かって、一方向に

拡散する。結晶化しない成分 B は動かないことから、nAの式に nB=0 を代入する。 

 A
A AB A A

d ( 0)
d
wn w n
z

D  …(2.1) 

 A
A A AB

d(1 )
d
ww n
z

D  …(2.2) 

 A
A AB

A

dd
1

wn z
w

D  …(2.3) 

境界条件(z＝z1のとき wA＝wAi、z＝z2 (<z1) のとき wA＝wA)

の下、上式を積分して nAについて整理すると、結晶成長過

程における固液境膜内の物質移動速度式を得る。  

2 A

1 Ai

z
A

A AB
A

dd
1

w

z w

wn z
w

D  …(2.4) 

A

AiA 2 1 AB A( ) ln(1 ) w

w
n z z wD  …(2.5) 

A
A AB

Ai

1( ) ln
1

wn
w

D  …(2.6) 

 AB Ai
A

A

1ln
1

wn
w

D
 …(2.7) 

A

Ai
dA 1

1ln
w
wkn  AB

dk D
 …(2.8) 

ただし、δは境膜厚み[m]、kd は物質移動係数[m/s]、wAiは固液界面における成分 A の質量分率[－]。 

上式において、見かけの物質移動係数 kd′[m/s]を導入すると、簡略化された物質移動速度式を得る。  
)( AiAdA wwkn  …(2.9) 

A

Ai

AiAd

d

1
1ln1

w
w

wwk
k

 …(2.10) 

いま、成分 A の濃度が十分希薄であるとき(wA, wAi<<1)、次の近似式が成り立つ。 

ln(1－wA)≒－wA …(2.11) 

ln(1－wAi)≒－wAi …(2.12) 

これらの近似式は、次式で表されるテーラー展開の第 1 項までを用いることで導かれる。 

 
32

)ln(1
32 xxxx  …(2.13) 

(1－wA)と(1－wAi)の対数近似式をそれぞれ nAの式に適用する。 
 A d Ai A[ln(1 ) ln(1 )]n k w w  …(2.14) 

 A d Ai A[( ) ( )]n k w w  …(2.15) 
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)( AiAdA wwkn  …(2.16) 

wAの式(wA=ρA/ρ)を用いて質量基準の溶質濃度に変換すると、次式となる。 
 )( idm CCkR  …(2.17) 

ただし、C および Ciは液本体と固液界面における溶質濃度[kg/m3]であり、質量濃度 ρAおよび ρAiと同義

である。Rmは質量成長速度[kg/(m2･s)]であり、質量基準の物質移動流束 nAと同義である。 

 

３．総括成長速度[文献 3,4］ 

 

工学的な結晶成長過程は、溶質の物質移動過程と表面集積過程の直列モデルで表される。溶質の物質

移動速度および表面集積速度は、それぞれ次式で表される。 

)( idm CCkR  …(3.1) 

 m r i( *)rR k C C  …(3.2) 

ただし、C は液本体の溶質濃度[kg/m3]、Ci は固液界面の溶質濃度[kg/m3]、C*は溶解度[kg/m3]、kd は境膜

物質移動係数[m/s]、kr は表面集積速度係数[m/s]、r は定数[－]。 

いずれの式を用いても質量成長速度 Rm を計算することができるが、いずれも計測困難な固液界面濃度

Ciが含まれているため、不便である。固液界面濃度 Ciを含まない総括成長速度式を次式で定義する。 

（質量濃度）    m G ( *)gR K C C  …(3.3) 

（溶液基準質量分率） m G 0 0( *)gR K w w  …(3.4) 

（溶媒基準質量分率） m G
*

1 1 *

gw wR K
w w

 …(3.5) 

ただし、g は定数(多くの場合、1 から 2 の間[文献 3,4])、KGは総括成長速度係数[m/s]、w は溶媒基準質

量分率[kg-溶質/kg-溶媒]、w0 は溶液基準質量分率[kg-溶質/kg-溶液]、ρは溶液密度[kg/m3]。 

g=1 のとき、結晶成長過程の総括抵抗 1/KG は、物質移動抵抗 1/kd と表面集積抵抗 1/kr の和で表される。 

 
G d r

1 1 1
K k k

 (g=1)  …(3.6) 

拡散律速の場合(1/kd>>1/kr)は、近似的に KG≒kdが成り立つ。 
線成長速度 G [m/s]は，質量成長速度 Rm [kg/(m2･s)]の定義式より導かれる． 

m
1 d

d
WR

A t
 …(3.7) 

3
V c

m 2
S

d( )1
d

N LR
tN L

 3 2
V c S,W N L A N L  …(3.8) 

2
V c

m 2
S

3 d
d

L LR
tL

  …(3.9) 

V c
m

S

3R G  
d
d
LG
t

 …(3.10) 
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S m

V c3
RG  …(3.11) 

ただし、A は結晶表面積[m2]、L は結晶粒径[m]、N は結晶個数[#]、W は結晶重量[kg]、t は時間[s]、

Vは体積形状係数[－]、 Sは面積形状係数[－]、ρc は結晶密度[kg/m3]。 
r=1 の場合の総括成長速度を導く。物質移動速度と表面集積速度の式を変形したものを辺々加える。 

i
d

m CC
k
R

 …(3.12) 

*i
r

m CC
k
R

 …(3.13) 

 *11
rd

m CC
kk

R  …(3.14) 

 m

d r

1 ( *)1 1R C C

k k

 …(3.15) 

 m G ( *)R K C C  
G d r

1 1 1
K k k

 (r=1) …(3.16) 

r=2 の場合の総括成長速度を導く。物質移動速度式と表面集積速度式を次式のように変形する。 

i
2

m
d

)(1 CCR
k

 …(3.17) 

2
i

2
m

r
*)()(1 CCR

k
 …(3.18) 

 *)(1
i

2
m

r
CCR

k
 …(3.19) 

 *1
im

r
CCR

k
 …(3.20) 

変形した物質移動速度式と表面集積速度式を辺々加える。 

　*)(1)(1
m

r

2
m

d
CCR

k
R

k
 …(3.21) 

 0*)()(1)(1
m

r

2
m

d
CCR

k
R

k
 …(3.22) 

0*)()()( dm
r

d2
m CCkR

k
kR  …(3.23) 

2

d d
m d

r r

1 4 ( *)
2

k kR k C C
k k

　 m( 0)R  …(3.24) 
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2

d

2

r

d

r

d
m *)(4

2
1 CCk

k
k

k
kR  …(3.25) 

2

d

2

r

d
d

2

r

d

r

d

2

r

d
m *)(4*)(42

4
1 CCk

k
kCCk

k
k

k
k

k
kR  …(3.26) 

*)(4*)(4
2

4
1

d

2

r

d
d

r

2
d

r

rd

r

2
d

m CCk
k

kCCk
k
k

k
kk

k
kR  …(3.27) 

*)(4*)(4
2

4
1

d
r

2
d

d
r

2
d

2

r

rd

r

2
d

m CCk
k
kCCk

k
k

k
kk

k
kR  …(3.28) 

2 2 2
d d d

m d d
r r r

2 41 4 ( *) 4 ( *)
4

k k kR k C C k C C
k k k

 …(3.29) 

2 4 3
d d d

m d2
r r r

2 4 16 ( *)1 4 ( *)
4

k k k C CR k C C
k k k

 …(3.30) 

2 4 3
d d d

m d2
r r r

2 4 ( *)1 4 4 ( *)
4

k k k C CR k C C
k k k

 …(3.31) 

2 4 3
d d d

m d2
r r r

2 4 ( *)1 2 4 ( *)
4

k k k C CR k C C
k k k

 …(3.32) 

2 4 3
d d d

m d 2
r rr

4 ( *)1( *)
2 2
k k k C CR k C C
k kk

 …(3.33) 

2 4 3
d d d

m d 2
r rr

( *)( *)
2 4
k k k C CR k C C
k kk

 (r=2) …(3.34) 
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図 3.1 結晶成長における境膜モデル[文献 3,4] 

 

４．境膜物質移動係数 

 

４．１ 静止流体の場合 

 

結晶形状を球と仮定し、結晶周りの流体は静止しているものとする。結晶化成分 A の質量拡散速度 NAW 

[kg/s]は、Fick の式を用いて次式のように導かれる。 

AW AN j A  …(4.1.1)  

2A
AW AB

d (4 )
d
wN r
r

D  …(4.1.2)  

A

Ai
AW AB A2

d 4 d
w

R w

rN w
r

D  …(4.1.3) 

AW AB A Ai
1 4 ( )

R
N w w

r
D  …(4.1.4)  

AW AB A Ai4 ( )N R w wD  …(4.1.5) 

ただし、R は結晶半径[m]。 

上式より、静止流体における球周りの物質移動に対するシャーウッド数(Sherwood number)Sh の理論解を

得る。 

AW
2

AB A Ai
1

4 ( )
NR

R w wD
 …(4.1.6) 

 A

AB A Ai
1

( )
nR

w wD
 2

A AW 4n N R  …(4.1.7) 

d

AB
1

2
k L
D

 A
d

A Ai( )
nk

w w
 …(4.1.8) 

2Sh  d

AB

k LSh　
D

 …(4.1.9) 

ただし、L は結晶粒径[m]。 

結

晶

C （溶液本体）

Ci （固液界面）

C*（溶解度）

溶
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表面集積過程

境膜（層流域）
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0 R
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wAi

−jA

結晶
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境膜物質移動係数 kdの定義式(kd=DAB/δ)を代入すると、理論的な境膜厚みが導かれる。 

 AB

AB

( ) 2L
　
D

D
 …(4.1.10) 

 
2
L  …(4.1.11) 

すなわち、静止流体中における境膜厚みは、結晶半径に等しい。 

流れ場を考慮したシャーウッド数は、Frössling(フレスリング)の式で整理される。[文献 5] 

1/2 1/3
p2 0.6Sh Re Sc  …(4.1.12) 

ただし、Rep は粒子レイノルズ数[－]、Sc はシュミット数[－]。 

シャーウッド数 Sh の物理的意味について考察する。シャーウッド数を次式のように変形する。 

d d A Ai A

A AiAB A
AB

( )k L k w w nSh w w j
L

D D
 …(4.1.13) 

上式は、流れ場における物質移動速度(対流物質移動流束)nA が静止流体中における物質移動速度 jA の何

倍に相当するかを表している。すなわち、シャーウッド数は「相対的な物質移動速度」を意味する。 

あるいは、次式のように変形する。 

 d

AB AB d

k X X XSh
kD D

 AB
dk　 D

 …(4.1.14) 

上式は、管径、粒径、装置長などの代表長さ X が境膜厚み δ の何倍に相当するかを表している。すなわ

ち、シャーウッド数は「相対的な代表長さ」を意味する。 

 

４．２ 撹拌条件下の場合 

 

境膜物質移動係数 kd [m/s]の温度依存式は、次式で表される。 

 d
d d0 exp Ek k

RT
 (一般に、 Ed=10～20 kJ/mol [文献 6])  …(4.2.1) 

kd0 は温度依存項を含まない境膜物質移動係数[m/s]、R は気体定数[J/(K･mol)]、T は温度[K]、 Ed は物質

移動過程の活性化エネルギー[J/mol]。 

kd0 の推算には、撹拌槽内における固体粒子の溶解速度係数またはイオン交換速度係数 kL [m/s]の推算式

を用いる。完全浮遊している単一球形粒子が沈降している場合の一般式は、次式で表される。 

Sh = 2 + mRep
αScβ L p p t

p, , 
k d d u

Sh = Re Sc
D D

 …(4.2.2) 

ただし、D は拡散係数[m2/s]、dp は固体粒子径[m]、ut は終末沈降速度[m/s]。 

液相拡散係数 D の推算については、Wilke & Chang (ウイルケ－チャン)の式が知られている。[文献 7] 

1/2
8

0.6
m

( )7.4 10 M T
D  [cm2/s]  …(4.2.3) 

ただし、M は溶媒のモル質量[g/mol]、T は温度[K](変温系の場合は、初期と最終の算術平均温度を用いる)、
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γは溶媒の会合度(水溶媒のとき γ=2.6)、μは液粘度[cP](1 cP=0.001 Pa･s)、 mは大気圧下の沸点における溶

質の分子容[cm3/mol]であり、推算に必要な情報を別表から読み取る必要がある。ただし、別表もすべて

の物質に対応している訳ではない。情報を利用できない場合は、 m を近似的に溶質のモル体積に置き換

える。 

レイノルズ数項を乱流理論に基づき修正する。Kolmogoroff(コルモゴロフ)によれば、最小の乱流渦に

対する長さスケール η、速度スケール 、時間スケール τは、それぞれ次式で表される。[文献 8] 

 

1/43

  …(4.2.4) 

 1/4( )   …(4.2.5) 

 

1/2

 …(4.2.6) 

ただし、νは動粘度(=μ/ρ)、εは単位質量あたりのエネルギー散逸率[W/kg](あるいは[m2/s3])。 

これらを Kolmogoroff のマイクロスケールという。この寸法より小さい乱流渦は、流体の粘性(摩擦)作

用により熱に変換されて消滅するため、存在できない。 

Kolmogoroff の仮定によれば、距離 x 離れた２点間の速度スケール差 d と の比は、x と ηの比のべき乗に

比例する。 

 d
p

x
 …(4.2.7) 

乱流理論に基づく粒子レイノルズ数 Rep は、代表寸法 x を粒子径 dp に置き換えて導かれる。 

 
d p

p
d

Re  …(4.2.8) 

 p
p

( / ) px d
Re  …(4.2.9) 

 
3 1/4 1/4

p p
p

[ /( / ) ] ( )pd d
Re  …(4.2.10) 

 
3 /4 1/4 1

p
p

( / ) ( )p pd
Re  …(4.2.11) 

 
( / 4) (1/4) 1

p
p 1 (3 /4) (1/4)

p p

p

d
Re  …(4.2.12) 

 
( 1) /4 4( 1)/4

p
p 3( 1)/4

p p

p

d
Re  …(4.2.13) 

 

( 1)/44
p

p 3

p
d

Re  …(4.2.14) 

 

3( 1)/41 3 4 3
p

p

p
d

Re  …(4.2.15) 
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'1 3 4 3
p

p
d

Re m  3( 1)/4p  …(4.2.16) 

Sh の式に代入すると、撹拌条件下における固液間物質移動の一般式を得る。 

1 3 4 3
L p p2

k d d
m

D D
 …(4.2.17) 

なお、定数 m と αは、定数 m’と α’を含めた上で再度定義し直した。なお、溶解や晶析のように固体粒子

径が操作中に変化する場合は、初期と最終の算術平均温度を用いるものとする。 

Levins & Glastonbury(グラストンベリー)は、撹拌槽での固液間物質移動に Kolmogoroff 理論を適用した次

式を報告している。[文献 9] 

 

0.621/3 4/3 1/3
L p p2 0.5

k d d
D D

 …(4.2.18) 

単位質量あたりのエネルギー散逸率 ε [W/kg]は、液重量あたりの撹拌所要動力 εT [W/kg]を用いる。 

 T
sl

P
V

 3 5
P slP N n d  …(4.2.19) 

上式を固液間物質移動の一般式に代入すると、撹拌速度 n を含む相関式を得る。 

 

1 3 4 3
L p sl p( / )

2
k d P V d

m
D D

 …(4.2.20) 

 

1 3 4 3
L p p

1 3 1 3
sl

2
k d P d

m
VD D

 …(4.2.21) 

 

3 5 1 3 4 3
L p p sl p

1 3 1 3
sl

( )
2

k d N n d d
m

VD D
 …(4.2.22) 

 

3 5 1 3 4 3
L p p sl p

0 3 1 3 1 3
T sl

( )
2

( )
k d N n d d

m
DD D

 …(4.2.23) 

 

1/3 5/3 4/3
L p p p

0
T

2
k d N nd d

m
DD D

 …(4.2.24) 

 0 02Sh m Re Sc  

1/3 5/3 4/3
p p

0
T

,
N nd d

Re Sc
D D

 …(4.2.25) 

石井・藤田は、結晶の溶解実験に基づき、次式を報告している。[文献 10] 

1 0.690 0.5
01.00 10Sh Re Sc   (Re0=1～100) …(4.2.26) 
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 2 1.00 0.5
02.64 10Sh Re Sc   (Re0=100～1500) …(4.2.27) 

 1 0.633 0.5
05.49 10Sh Re Sc   (Re0=1500～15000) …(4.2.28) 

ただし、d は翼径[m]、dp は粒径[m]、DTは槽径[m]、n は撹拌速度[1/s]、νは動粘度[m2/s](=μ/ρ)。 

 

５．表面集積速度係数 

 

表面集積速度係数 kr [m/s]は、次式で表される。 

 r
r r0 exp Ek k

RT
 (一般に、 Er=40～60 kJ/mol [文献 6]) …(5.1)  

kr0 は温度依存項を含まない表面集積速度係数[m/s]、 Er は表面集積過程の活性化エネルギー[J/mol]。 

kr の報告例は、一部に限られる。 

(硫酸カリウム)      
3

11
r

17.2 101.24 10 expk
RT

 …(5.4)  [文献 10] 

 (硫酸銅一水和物)     
3

7
r

12.3 104.87 10 expk
RT

  …(5.2)  [文献 11] 

 (過塩素酸ナトリウム)   
3

11
r

16.9 104.6 10 expk
RT

 …(5.3)   [文献 12] 

ただし、上３式の Er 項の単位は[cal/(mol･K)]、気体定数 R は 1.987 cal/(mol･K)。 

 

６．有効係数[文献 13］ 

 

 結晶成長に直接的に寄与するのは表面集積過程であるが、物質移動過程でも過飽和度が消費される為、

表面集積速度は常に最大にはならない。表面集積速度が最大となるのは、固液界面濃度 Ciが液本体濃度 C

と等しくなる場合においてである。反対に、表面集積速度が最小となるのは、固液界面濃度 Ci が溶解度

C*と等しくなる場合においてである。ここでは、実際の成長速度が最大成長速度の何割に相当するかを

表す有効係数(effective factor) η[－]を導入する。反応工学における触媒有効係数と類似の概念である。 

 

 

結

晶

C

C*
Ci

0＜η＜1
（実際速度）

結

晶

C

C*（=Ci）
η＝0

（最小速度）

結

晶

C（=Ci）

C*
η＝1

（最大速度）
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図 6.1 有効係数の概念図 

 

有効係数 ηは、表面集積速度式 Rmの固液界面濃度 Ciを液本体濃度 C に置き換えた最大成長速度式に対

する実際の総括成長速度式 Rmの比で定義される。 

r

g

CCk
CCK

*)(
*)(

r
 …(6.1) 

物質移動速度式 Rmを Ciについて整理すると、次式のようになる。 

)( idm CCkR  …(6.2) 

d

m
i k

RCC  …(6.3) 

上式を表面集積速度式 Rmに代入すると、次式のようになる。 

 m r i( *)rR k C C  …(6.4)  

m
m r

d
*

r
RR k C C
k

 …(6.5) 

m
m r

d
( *)

r
RR k C C
k

 …(6.6) 

総括成長速度式 Rmを用いて上式の両辺の Rmを消去する。 

 gCCKR *)(m  …(6.7) 

r
d

( *)( *) ( *)
rg

g K C CK C C k C C
k

 …(6.8) 

有効係数 ηの式を変形すると、次式のようになる。 

 rg CCkCCK *)(*)( r  …(6.9) 

上の２式より左辺の式を消去すると、有効係数の式を得る。 

 r
r r

d

( *)( *) ( *)
rr

r k C Ck C C k C C
k

 …(6.10) 

 
1

r
r r

d

( *)( *) ( *) 1
rr

r k C Ck C C k C C
k

 …(6.11) 

1
r

r r
d

( *)( *) ( *) 1
rr

r r k C Ck C C k C C
k

 …(6.12) 
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1
r

d

( *)1
rrk C C

k
 …(6.13) 

rDa)1(  r

d

( *)
( *)

rk C CDa
k C C

 …(6.14) 

ただし、Da は結晶成長に関するダムケラー数であり、固液界面濃度 Ciを液本体濃度 C に置き換えた場合

の最大拡散成長速度に対する最大表面集積成長速度の比で定義される。ηが 1 に近づくにつれて、表面集

積過程が支配的(表面集積律速)となる。一方、η が 0 に近づくにつれて、物質移動過程が支配的(拡散律

速)となる。 

 

 
図 6.2 有効係数とダムケラー数の相関[文献 13] 

 

７．熱移動速度[文献 14,15] 

 

晶析過程は多くの場合発熱過程であり、発生する熱量は結晶の成長量に比例する。このとき、結晶面

から放出される熱流束 q [J/(m2･s)]は、次式のように表される。 

))(Δ( AnHq  …(7.1) 

ただし、 H は溶解熱[J/kg]であり、負の値をとることから、負号を付して正の値とした。また、結晶表

面から溶液本体へ向かう方向を正の方向とするとき、熱移動の向きは正方向、物質移動の向きは負方向

となる。すなわち、物質移動流束 nAは負の値をとることから、負号を付して正の値とした。 

結晶表面から液本体に向かう熱流束は、拡散項と溶質の物質移動がもたらす対流項の和で表される。 

Da
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r=1
r=2
r=3

←Pure surface integration growth

Pure diffusion growth →

rDa)1(
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)()(
d
d

ipA TTCn
z
Tkq  …(7.2) 

ただし、k は熱伝導度[W/(m･K)]、Cp は比熱容量[J/(kg･K)]、Tiは固液界面の温度[K]。 

上の２式より q を消去する。 

)()(
d
d))(Δ( ipAA TTCn

z
TknH  …(7.3)  

)()(
d
dΔ ipAA TTCn

z
TkHn  …(7.4) 

)()Δ(
d
d

ipAA TTCnHn
z
Tk  …(7.5) 

A p i
p

d ( Δ ) ( )
d
T Hk n C T T
z C

 …(7.6) 

z
k
Cn

TTCH
T d

)()Δ(
d pA

ip
 …(7.7) 

z
k
Cn

CHTT
T d

)Δ(
d pA

pi
 …(7.8) 

境界条件(z＝z1のとき T＝Ti、z＝z2 (>z1) のとき T＝T)の下で積分する。 

2

1i

d
)Δ(

d pA

pi

z

z

T

T
z

k
Cn

CHTT
T

 …(7.9) 

i

A p
i 2 1

p

Δln ( )
T

T

n CHT T z z
C k

 …(7.10) 

A p h
i i i

p p

Δ Δln ln
n CH HT T T T

C C k
 …(7.11) 

d

pA

p

pi

)Δ(
)Δ()(

ln
h
Cn

CH
CHTT

 d
h

kh  …(7.12) 

ただし、δhは境膜厚み[m]、hd は境膜伝熱係数[W/(m2･K)]。 

p

pi

p

d
A )Δ(

)Δ()(
ln

CH
CHTT

C
hn  …(7.13) 

最初の q の式に代入すると、熱移動速度式を得る。 

i pd

p p

( ) ( Δ )
( Δ ) ln

( Δ )
T T H Chq H

C H C
 …(7.14) 

結
晶

Ti

T

z2z1

dh

z
+q

T

境膜
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pi

p

p

d

)Δ()(
)Δ(

ln)Δ(
CHTT

CH
C
hHq  …(7.15) 

pi

p

p
d )Δ()(

)Δ(
ln)Δ(

CHTT
CH

C
Hhq  …(7.16) 

p i
d i

p i i p i

[( Δ ) ] ( )( Δ )( ) ln
( ) [( ) ( Δ ) ] ( )

H C T THq h T T
C T T T T H C T T

 …(7.17) 

p i
d i

p i p i

( Δ ) [ ( )]( Δ )( ) ln
( ) ( 1) ( Δ ) [ ( )]

H C T THq h T T
C T T H C T T

 …(7.18) 

11
1ln1)( id TThq  

p i( )
( Δ )

C T T
H

　 …(7.19) 

)11(
)1(ln1)( id TThq  …(7.20) 

1
1ln1)( id TThq  …(7.21) 

ここで、Λ は結晶化熱に対する対流輸送される顕熱の比[－]であり、 10 の値をとる。Λ は、結晶粒

子の発熱分の何割が対流輸送されたかを表す。上式において見かけの境膜伝熱係数 hd′[W/(m2･K)]を導入

すると、簡略化された熱移動速度式を得る。 
 )( id TThq  …(7.22) 

1
1ln1

d

d

h
h

 …(7.23) 

多くの場合、Λの値は十分に小さい(Λ<<1)。このとき、次の近似式が成り立つ。 

 ln(1－Λ)≒－Λ …(7.24) 

q の式に適用する。 

 d i
1( ) [ln1 ln(1 )]q h T T  …(7.25) 

d i
1( ) [0 ( )]q h T T  …(7.26) 

)( id TThq  …(7.27) 

伝熱速度 Q [J/s]を用いる場合は、次式となる。 
)( id TTAhQ  …(7.28) 

ただし、A は結晶表面積[m2]。 

 

８．境膜伝熱係数 

 

結晶形状を球と仮定し、結晶周りの流体は静止しているものとする。結晶面からの放熱速度 Q [J/s]は、

フーリエの式を用いて次式のように導かれる。［文献 16］ 
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2d (4 )
d
TQ qA k r
r

 …(8.1)  

i
2

d 4 d
T

R T

rQ k T
r

 …(8.2) 

i
1 4 ( )

R
Q k T T

r
 …(8.3)  

i4 ( )Q Rk T T  …(8.4) 

上式より、静止流体における球周りの熱移動に対するヌッ

セルト数(Nusselt number)Nu の理論解を得る。 

2
i

1
4 ( )

R Q
k R T T

 …(8.5) 

 
i

1R q
k T T

 24
Q Qq
A R

 …(8.6)  

d 1
2
h L

k
 d

i

qh
T T

 …(8.7) 

2Nu  dh LNu
k

 …(8.8) 

境膜伝熱係数 hd の定義式(hd=k/δh)を代入すると、理論的な温度境膜厚みが導かれる。 

 h( ) 2k L
k

　  …(8.9) 

 h 2
L  …(8.10) 

すなわち、静止流体中における温度境膜厚みは、結晶半径に等しい。 

流れ場を考慮したヌッセルト数 Nu は、Ranz-Marshall(ランツ・マーシャル)の式で整理される。 

1/2 1/3
p2 0.6Nu Re Pr  …(8.11) 

ただし、Nu はヌッセルト数[－]、Pr はプラントル数[－]。 

ヌッセルト数 Nu の物理的意味について考察する。ヌッセルト数を次式のように変形する。 

d d i conv

i cond

( )h L h T T q
Nu T Tk qk

L

 …(8.12) 

上式は、流れ場における熱移動速度(対流熱移動流束)qconvが静止流体中における熱移動速度 qcond の何倍に

相当するかを表している。すなわち、ヌッセルト数は「相対的な熱移動速度」を意味する。 

あるいは、次式のように変形する。 

 d

d h

h X X XNu
k k h

 d
h

kh　  …(8.13) 

0 R

T

T

r

Ti

+q
結晶
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上式は、管径、粒径、装置長などの代表長さ X が温度境膜厚み δhの何倍に相当するかを表している。す

なわち、ヌッセルト数は「相対的な代表長さ」を意味する。 

 

９．成長推進力の温度依存性 

 

固液間境膜内における厳密な物質移動流束 nAは、物質移動速度の章で述べたように次式で表される。 

A

Ai
dA 1

1ln
w
wkn  …(9.1) 

見かけの物質移動係数 kd′[m/s]を上式に導入すると、簡略化された物質移動流束が導かれる。 

)( AiAdA wwkn  Ai
d d A Ai

A

1ln ( )
1

wk k w w
w

 …(9.2) 

上式に表面集積過程を含める場合、界面濃度 wAi を溶解度 wAi*に置き換えることで対応できる。 

*)( AiAdA wwkn  …(9.3) 

固液間境膜内における厳密な熱移動流束 q は、熱移動速度の章で述べたように次式で表される。 

1
1ln1)( id TThq  …(9.4) 

見かけの境膜伝熱係数 hd′[W/(m2･K)]を上式に導入すると、簡略化された熱移動流束が導かれる。 

 )( id TThq  d d
1ln

1
h h  …(9.5) 

結晶面から放出される熱流束 q [J/(m2･s)]は、上で述べたように、次式で表される。 

))(Δ( AnHq  …(9.6) 

簡略化された nAと q の式をそれぞれ上式に代入すると、総括推進力の温度依存性を表す式を得る。 

 d i d A Ai( ) ( Δ ) ( *)h T T H k w w  …(9.7) 

 
d

d

AiA

i )Δ(
h
kH

*ww
TT

 …(9.8) 

上式は、タイライン(線分 AC)の傾きを表す。液本体の温度 T と結晶表面の温度 Tiがほぼ等しく、熱移動

の影響を無視できる場合、固液平衡における成分 A の質量分率 wA*を用いて、結晶成長の総括推進力は

濃度差(wA－wA*)に相当する。すなわち、タイラインは線分 AD に相当する。一方、液本体と結晶表面の

温度差が大きく、熱移動の影響を無視することができない場合、総括推進力は濃度差(wA－wAi*)に相当す

る。すなわち、後者の場合、総括推進力は濃度差(wAi*－wA*)だけ小さくなる。(結晶化成分 A の溶解度が

大きくなる。) 
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図 9.1 成長推進力の温度依存性［文献 17］ 
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