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結晶成長 
 

１．結晶化の推進力 

 

過飽和状態にある液相が固相と接しており、固液界面は十分に撹拌されて平衡状態にあるものと仮定

する。液相、界面、固相の化学ポテンシャル μL、μLS、μS は、それぞれ次式のように表される。 
液相： xRTlnL0L  …(1.1) 

界面： *xRTlnL0LS  …(1.2) 

固相： zRTlnS0S  …(1.3) 

ただし、μL0 と μS0 は純物質の化学ポテンシャル[J/mol]、x と z は溶質のモル分率[－](z≒1)、x*はモル基準

の溶解度[－]、R は気体定数[J/(mol･K)]、T は温度[K]。 

結晶化の推進力 μ [J/mol]は、次式で定義される。 

SLΔ  …(1.4) 

固液平衡状態のとき、次式が成り立つ。 

LSS  …(1.5) 

上式を式(2.4)に代入して μs を消去し、式(1.1)と式(1.2)を用いると、結晶化の推進力 μ が導かれる。 

L LSΔ  …(1.6) 

L0 L0 SΔ ( ln ) ( ln )RT x RT x  …(1.7)  

Δ ln
*

xRT
x

 …(1.8) 

Δ ln *RT S  *
*

xS
x

 …(1.9) 

ただし、S*はモル基準の過飽和度[－]。 

あるいは、次式のように変形することもできる。 

*Δ ln 1
*

x xRT
x

 …(1.10) 

Δ ln(1 *)RT  
**

*
x x

x
 …(1.11) 

Δ *RT  ( * 0.1)  …(1.12) 

ただし、σ*はモル基準の相対過飽和度[－]。 

上式の導出には、対数関数の Taylor 展開における一次近似式を用いた。 
2 3

ln(1 )= ( 0.1)
2 3
x xx x x x　　  …(1.13) 

上式の成立は、y=ln(1+x)と y=x の曲線を描くと x<0.1 の領域でほぼ一致することからも理解できる。 

モル基準の過飽和度 S*と σ*を濃度基準に変換するには、過飽和比の部分に溶質と溶媒を含めての全モ

ル濃度 CT [mol/m3]をモル分率 x [－]に乗じる。 

T

T
Δ ln

*
C xRT

C x
 …(1.14) 
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Δ ln
*

CRT
C

 …(1.15) 

Δ lnRT S  
*

CS
C

 …(1.16) 

ただし、C は溶質のモル濃度[mol/m3]、C*は溶解度[mol/ m3]、S は濃度基準の過飽和度[－]。 

上と同様にして次式が導かれる。 

T T

T

*Δ ln 1
*

C x C xRT
C x

 …(1.17) 

*Δ ln 1
*

C CRT
C

 …(1.18) 

Δ ln(1 )RT  …(1.19) 
Δ RTσ  ( 0.1)  …(1.20) 

ただし、σ は濃度基準の相対過飽和度[－]。 

 融液系の場合、固液間の化学ポテンシャル差は次式で表される。 

L LS m,L m,LSΔ G G  …(1.21) 

m,L m,L m,LS m,LSΔ ( ) ( )H TS H TS  …(1.22) 

m,L m,LS m,L m,LSΔ ( ) ( )H H T S S  …(1.23) 

m,f mΔ Δ ΔH T S  …(1.24) 

ただし、Gmはモルギブズエネルギー[J/mol]、Hmはモルエンタルピー[J/mol]、 Hm,fはモル融解熱[J/mol]、

Smはモルエントロピー[J/(mol･K)]。 

熱力学第二法則より、次式が成り立つ。 

 m,f
m

Δ
Δ

*
H

S
T

 …(1.25) 

ただし、T*は融点[K]。 

上式を代入すると、融液系における結晶化の推進力 μ [J/mol]を得る。 

 m,f
*Δ Δ

*
T TH

T
 …(1.26) 

 
m,fΔ Δ

Δ
*

H T
T

 Δ *T T T  …(1.27) 

ただし、 T は過冷却度[K]。 

あるいは、相対過飽和度 h [－]を用いて次式で表される。 

 m,f hΔ ΔH  h
*

*
T T

T
 …(1.28) 
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２．表面集積成長[文献 1] 

 

 単一結晶の成長機構は、表面粗さの小さい結晶面(低指数面)で起こる沿面成長(lateral growth, 層成長

(layer growth)ともいう)と、結晶の角の部分を崩壊させたときにできるような表面粗さの大きい結晶面(高

指数面)で起こる付着成長(adhesive growth)に大別される。さらに沿面成長は、欠陥が存在しない完全結晶

の成長を前提とするコッセル機構(二次元核成長)と、欠陥が存在する準完全結晶の成長を前提とするフラ

ンク機構(渦巻き成長)に分類される。いずれの機構も、流体相から結晶表面に輸送された溶質分子が表面

拡散して、ステップと呼ばれる一分子厚みの層に取り込まれる形で成長が進む。一方、付着成長は、表

面拡散を経ることなく、溶質分子が流体相から直接結晶相へ組み込まれる形で成長が進む。この場合、

低指数面よりも高指数面の成長速度が大きいことから、時間の経過と共に高指数面が尖ってきて、低指

数面よりも早く消滅する。したがって、多面体結晶の場合、成長の遅い低指数面の成長、すなわち二次

元核成長(2-dimentional growth)と渦巻き成長(spiral growth)が重要となる。 

 溶液相中の溶質分子は、溶媒和の状態で液相中を拡散し、結晶表面へ入射する。その際、溶媒分子の

「衣」を脱ぎ去る分のエネルギーが必要となる。脱溶媒和して結晶表面に辿り着いた溶質分子は、自身

がもつ運動エネルギーの大部分を結晶表面上での発熱という形で失うため、結晶表面上の分子間力に束

縛されて、溶液相に戻ることができなくなる。溶質分子は、熱力学的に安定な格子点をランダムに移動

する。これを表面拡散(surface diffusion)という。表面拡散に伴い、溶質分子は、結晶相表面の分子振動か

ら熱エネルギーを獲得する。やがて表面脱離が起こり、溶質分子は液相中へ再溶解する。そうなる前に、

溶質分子が格子点よりもさらに安定なキンク(kink)に辿り着くことができれば、再溶解は起こらず結晶相

に取り込まれることになる。結晶成長の方向は、ステップの前進方向に対して垂直の方向となる。テラ

スやステップの位置から結晶相に取り込まれることも考えられる。しかし、各位置に対する溶質分子の

接触面の数を考慮すると、テラスが１、ステップが２、キンクが３であるので、キンクが熱力学的に最

安定であることが分かる(分子間相互作用が３方向で発現する)。 

 結晶成長が進むと、やがてステップが消滅して結晶表面が平らになる。そこからさらに成長が継続す

るには、新たにステップが供給される必要がある。ステップの供給機構は、過飽和度によって異なる。

過飽和度が中程度の場合は、二次元核をステップの供給源とする二次元核成長が起こる。すなわち、液

本体で核発生した結晶核が飛来して結晶表面に付着するか、あるいは結晶表面で結晶核が析出すること

でステップが供給される。その後は、コッセル機構にしたがって成長が進む。過飽和度が中程度よりも

さらに大きい場合は、二次元核が多層状に発生する多核成長(Birth and Spread Growth)が起こる。一方、過

飽和度が中程度よりも小さい場合は、二次元核を生成するに足る推進力が残されていない。この場合、

結晶表面上の欠陥部位(ラセン転位)がステップの供給源となり、渦巻き成長が起こる。 
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図 2.1 表面集積成長における自由エネルギー変化[文献 1] 

 

 
図 2.2 コッセルモデル(典型的な表面集積成長モデル) 
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図 2.3 ステップ供給メカニズム 

(上：二次元核成長、左：多核成長、右：渦巻き成長) 

 

３．二次元核成長[文献 2,3] 

 

g 個の溶質からなる二次元核を一個生成するのに必要な自由エネルギー G2D [J]は、二次元核の形状を

うすい円盤と仮定すると、次式のようになる。 

2
2D VΔ 2 Δg gG π h π h G  …(3.1) 

ただし、h は二次元核の厚み[m]、 GV は二次元核一個あたりの体積自由エネルギー[J/m3]、γ は二次元核

一個あたりの表面自由エネルギー[J/m2]、ρg は二次元核の半径[m]。 

上式を ρg で微分して極値をとると、二次元核の臨界半径 ρg* [m]が導かれる。 

*2D
V

d(Δ ) 2 2 Δ 0
d g

g

G h h G  …(3.2) 

*

VΔg G
 …(3.3) 

G2Dの式に代入すると、二次元核生成に必要な臨界自由エネルギー G2D* [J]が導かれる。 

 

22

2D V
V V

2Δ * Δ
Δ Δ

hG h G
G G

 …(3.4) 

 
2 2

2D
V V

2Δ *
Δ Δ

h hG
G G

 …(3.5) 

 
2

2D
V

Δ *
Δ

hG
G

 …(3.6) 

体積自由エネルギー GV [J/m3]は、溶質一個あたりの化学ポテンシャル μ [J/#]を用いて次式で表される。 

V
mg A

Δ
ΔG

N
 …(3.7) 

R
λ

u
u
u

parallel
multiple-step 
growth
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V
m

Δ
ΔG  …(3.8) 

Δ lnkT S  …(3.9)  

ただし、k はボルツマン定数[J/K]、NAはアボガドロ数[#/mol]、S は熱力学的過飽和度[－]、T は液温度[K]、

mは溶質一個の体積[m3/#]、 mgは二次元核のモル体積[m3/mol]。 

過飽和状態(S>1)のとき、 μ の式を GV の式に代入すると、次式のようになる。 

 V
m

lnΔ kT SG  …(3.10) 

ρg*と G2D*の式にそれぞれ代入すると、過飽和度の項を含む式が導かれる。

 * m

lng kT S
 …(3.11) 

2
m

2DΔ *
ln
hG

kT S
 …(3.12) 

無次元過飽和度 σ [－]を用いると、ρg*の式は次式のように導かれる。 

 * m

ln
*

g CkT
C

*
CS

C
 …(3.13) 

 * m

*ln 1
*

g C CkT
C

 …(3.14) 

* m

ln(1 )g kT
 

*
*

C C
C

 …(3.15) 

* m
g kT

 (σ<0.1) …(3.16) 

上の近似式は、Taylor 展開の第 1 項までを用いて導いた。 

 
2 3

ln(1 ) ( 0.1)
2 3

　　  …(3.17) 

同様にして、無次元過飽和度 σ [－]を用いると、 G2D*の式は次式となる。 

 
2

m
2DΔ *

ln(1 )
hG

kT
 …(3.18) 

2
m

2DΔ * hG
kT

 (σ<0.1) …(3.19)

GV の式をもとの G2D の式に代入して無次元過飽和度 σ [－]を用いると、次式となる。 

 

2

2D
m

Δ 2 lng
g

π h
G π h kT S  …(3.20) 

 

2

2D
m

Δ 2 ln(1 )g
g

π h
G π h kT  …(3.21) 
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g 個の溶質からなる一個の二次元核クラスターAgの体積に着目すると、次式が成り立つ。

 2
m gg π h  …(3.22) 

m
g

g
πh

 …(3.23) 

G2Dの式に代入して ρgを消去すると、次式が導かれる。 

 m m
2D

m
Δ 2 ln(1 )g g hG πh kT

πh πh
 …(3.24)  

 2D mΔ 2 ln(1 )G g πh gkT  …(3.25) 

溶質数 g [#]に対する G2Dの極大値を求めるために、上式を g で微分した値を 0 とおいて整理すると、ク

ラスターが安定な二次元核となるのに必要な溶質数 g* [#]を得る。 

 1 22D
m

d(Δ ) ( *) ln(1 ) 0
d
G πh g kT
g

 …(3.26) 

 1 2

m

ln(1 )( *) kTg
πh

 …(3.27) 

 
2

m
2*

[ ln(1 )]
πhg

kT
 …(3.28) 

二次元核生成速度 J2D [#/(m2･s)]は、一次核発生速度と同様にして次式で表される。 

 
*
2D

2D 2D
Δexp GJ A

kT
 …(3.29) 

 
2

m
2D 2D 2 2exp hJ A

k T
 …(3.30) 

二次元核生成における衝突頻度因子 A2D [#/(m3･s)]は、σ の 1/2 乗に比例する。[文献 2] 

 
2

1/2 m
2D 2D 2 2exp hJ A

k T
 …(3.31) 

単一の二次元核が成長する場合を考える。二次元核生成が起こるまでの待ち時間が結晶表面全体を覆

うまでの掃引時間よりも十分に長い場合、二次元核が広がって表面全体を覆い尽くした後に次の二次元

核が生成する単一核成長機構が支配的となる。このとき、結晶表面に対して垂直方向の成長速度 R2D [m/s]

は、J2Dの式を用いて次式で表される。 
 2D 2DR J Ah …(5.3.32) 

 
2

1/2 m
2D 2D 2 2exp hR A Ah

k T
 …(5.3.33) 

ただし、A は二次元核によって覆われる結晶表面の全面積[m2]、h は二次元核の厚み[m]。 

 
1/2 2

2D 1 exp AR A   
2

m
1 2D 2 2 2, hA A Ah A

k T
 …(5.3.34) 
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４．多核成長[文献 1,2］ 

 

 二次元核が結晶表面を覆い尽くすまでの掃引時間 ts が二次元核生成までの待ち時間 tw よりも十分に長

い場合(ts>>tw)、最初の二次元核が結晶表面全体を覆い尽くす前に次の二次元核が結晶表面上のあらゆる

場所で生成する多核成長機構が支配的となる。 

結晶表面に対して垂直方向の成長速度 R2D [m/s]は、次式で表される。 

 2D
hR
t
 …(4.1) 

ただし、t'はある二次元核の表面上に次の二次元核が生成するまでの待ち時間[s]。 

最初の二次元核が生成した時刻を t=0 と置くと、時刻 t=t'で次の二次元核が一個生成することから、次式

が成り立つ。 

 * 2
2D 2D[ ( ) ] 1gJ t t  …(4.2)  

ただし、ρg*は二次元核の臨界半径[m]。 

上式より t'が導かれる。 

 

1 3

2
2D 2D

1
( )

t
J

 (ρg*≒0) …(4.3) 

R2D の式に代入すると、t'を含まない成長速度 R2Dが導かれる。 

 
1 32

2D 2D 2D( )R h J  …(4.4) 

 1 3 1 3 2 3
2D 2D 2D( ) ( )R h J  …(4.5) 

二次元核の前進速度 D [m/s]は、過飽和度を推進力として次式で表される。 

2D 2D ( *)k C C  …(4.6) 

2D 2D
**

*
C Ck C

C
 …(4.7) 

2D 2DK  2D 2D *K k C  …(4.8) 

ただし、C は溶質濃度[kg/m3]、C*は溶解度[kg/m3]、K2D は物質移動係数[m/s]。 

R2D の式において、J2Dに単一二次元核の生成速度式を、 Dに上式をそれぞれ代入すると、多核成長機構

における成長速度式を得る。 

 

1 32
1 3 1/2 2 3m

2D 2D 2D2 2exp ( )hR h A K
k T

 …(4.9) 

2
1 3 2/3 1/3 1/6 2 3m

2D 2D 2D 2 2
1( ) ( ) exp
3

hR h K A
k T

 …(4.10) 
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5 6 2
2D 1 exp BR B  

2
1 3 2/3 1/3 m

1 2D 2D 2 2 2
1 ( ) ( ) ,
3

hB h K A B
k T

 …(4.11) 

 

５．渦巻き成長[文献 1,4] 

 

 らせん転位が存在する結晶表面上のある基点を中心にステップが一周するとき、表面に対して垂直方

向には結晶がステップ高さ h [m]だけ速度 Rspiral [m/s]で成長する。一方、水平方向にはステップが速度 spiral 

[m/s]で間隔 λ [m]だけ前進する。 

ステップが一周するのに要する時間と前進するのに要する時間は等しいことから、渦巻き成長速度 Rspiral 

[m/s]は次式のように導かれる。 

 
spiral spiral

h
R

 …(5.1) 

 spiral
spiral

h
R  …(5.2) 

渦巻き成長における水平方向のステップ前進速度 spiral [m/s]は、平行ステップ群におけるステップ前進速

度 parallel [m/s]に置き換えることができる。 

 s des
spiral parallel s

s

Δ Δ2 exp tanh
2

G Gx
kT x

　 …(5.3) 

s s des
spiral

s

2 Δ Δexp tanh
2

x G GR h
kT x

 …(5.4) 

2 2
spiral 1 tanh DR D  s des

1 2
2 s

exp[ (Δ Δ ) ] ,
2

h G G kTD D
D x

 …(5.5) 

ただし、xs は表面拡散の平均距離[m]、 Gs+ Gsd はキンクからの脱出に必要なエネルギー[J]、 は溶質の

振動数[1/s]。 

 

６．不純物存在下における結晶成長 
 

結晶表面上のキンク部位に不純物成分が取り込まれると、多くの場合、ステップの前進が抑制されて

結晶面の成長速度が遅くなる。不純物によってピン留めされたステップは、曲げられて前進する。Kubota 

& Mullin は、不純物の取り込み過程に吸着平衡の概念を適用することで、不純物存在下における結晶成

長速度式を導いた。(久保田－マリンモデル)[文献 5-10] 

久保田の導出方法[文献 9]を以下に紹介する。なお、途中計算の詳細については別途追記した。 

－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－

（久保田の導出方法は、ここから。） 

不純物存在下における曲げられたステップの前進速度  [m/s]は、次式で表される。 
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c
0 1  …(6.1) 

ただし、 は純粋な溶液中でのステップ前進速度[m/s]、ρ は二次元核の曲率半径[m]、添え字 c は核発生

時の臨界曲率半径[m]。 

キンクに取り込まれた間隔 ℓ [m]をなす二個の不純物分子とその間の曲げられたステップを弧長とする

半径 ρ [m]の曲率円を仮定する。ステップが描く曲線の頂点から二個の不純物分子を結ぶ線分に引いた垂

線の長さを x [m]とし、曲率円の中心と不純物を結ぶ線分を斜辺(長さ ρ)とする直角三角形に三平方の定理

を用いると、次式のようになる。 

2
2

2

2
)( x  …(6.2) 

0
4

2
2

2xx  …(6.3) 

x
x

82

2
 …(6.4) 

上式を x で微分して極値を求める。 

 0
82

1
d
d

2

2

xx
 …(6.5) 

 
2

x  …(6.6) 

上式を dρ/dx の式に代入すると、ステップ成長速度の最小値 minを与える曲率半径 ρminを得る。 

 
2min  …(6.7) 

上式を の式の ρ に代入して を minに置き換えると、次式が導かれる。 

c
0min

21  c21 0  …(6.8) 

二次元核の臨界曲率半径 ρc は、二次元核成長の章で述べたように、次式で表される。 

 *m [ ]c gkT
　  …(6.9) 

上式を用いて上式の ρcを消去すると、次式が導かれる。 

 m
min 0

21
kT

 …(6.10) 

曲げられたステップの平均前進速度は、次式で与えられる。 

2
0min  …(6.11) 

上式に minの式を代入すると、不純物の情報を含む相対ステップ前進速度 を得る。 

 

m
0 0

21

2
kT

 …(6.12) 
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m
0 1

kT
 …(6.13) 

m

0
1

kT
 …(6.14)  

ただし、k は Boltzmann 定数[J/K]、ℓ は不純物間隔[m]、T は液温度[K]、γ は二次元核側面積あたりの表面

自由エネルギー[J/m2]、 mは溶質一個の体積[m3]。 

不純物の平衡吸着率 θeq[－]は、次式で定義される。 

L
eq  …(6.15) 

ただし、L は吸着点間隔[m]。 

上式を / 0 の式に代入して ℓ を消去すると、平衡吸着率を含む相対ステップ前進速度 を得る。 

eq
0

1  …(6.16)  

m

kTL
 …(6.17)  

ただし、α は不純物有効係数[－]。 

平衡吸着率 θeq は、Langmuir(ラングミュア)の吸着等温式(Langmuir’s adsorption isotherm)より次式で与

えられる。 

　
KC

KC
1eq  …(6.18)  

ただし、C は液相中のモル分率基準不純物濃度[－]、K は Langmuir 定数[－]。 

上式を / 0 の式に代入すると、吸着平衡定数を含む不純物存在下の相対ステップ前進速度 を得る。 

0
1

1
KC

KC
 …(6.19) 

相対ステップ前進速度 は、相対線成長速度 G/G0 に比例することから、上式は次式で表される。 

 
0

1
1

G KC
G KC

 …(6.20) 

上式を下記に図示する。不純物の情報(α, K, C)を知ることで、相対ステップ前進速度(不純物存在下での線

成長速度 G は、不純物が存在しない場合の線成長速度 G0 よりも何倍小さくなるか)を図上で求めること

ができる。 

（久保田の導出方法は、ここまで。） 

－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－－ 

α の式の表現法について。久保田らは、表面自由エネルギーγ [J/m2]の代わりにエッジ自由エネルギーγe 

[J/m](二次元核のふもとの周長に対するエネルギー)を、溶質体積 m [m3]の代わりに二次元核の占有面積 a 

[m2]をそれぞれ用いている。上式に次式を代入すると、久保田らと同じ式が導かれる。 

 m ah …(6.21)  

e h …(6.22)  
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上の途中式 θeq=L/ℓ の理解について。いま、ある不純物が占有し

た吸着点から数えて吸着点間隔 10L で次の不純物が占有したとす

る。このときの不純物間隔 ℓ は 10L であり、L 十個おきに不純物一

個が入るので、区間 10 L での吸着率は 0.1(10%)である。この値は、

θeq 式の ℓ に 10L を代入することによっても得られる。 

平衡吸着率 θeq の導出について。結晶表面上の不純物の吸着速度 a [m/s]および脱着速度 d [m/s]は、そ

れぞれ次式で表される。[文献 11] 

 Ck )1(aa  …(6.23)  

 dd k  …(6.24) 

ただし、C は液相中のモル分率基準不純物濃度[－]、kaと kdは速度定数[m/s]、θ は被覆率[－]。 

吸着平衡が成り立つとき、上式を等置して整理すると、平衡吸着率 θeqを得る。 

 eqdeqa )1( kCk  …(6.25) 

aeqad )( kCkk  …(6.26) 

Ckk
k

ad

a
eq  …(6.27) 

　
KC

KC
1eq  a

d

kK
k

　  …(6.28)  

ただし、K は Langmuir 定数[－]。 

 

 

図 6.1 不純物存在下におけるステップ成長の概略図 

 

u

R
不純物

Cva
ka

1－θ（空隙率）

【吸着過程】
vd
kd

θ（被覆率）

【脱着過程】

ℓ

Ｌ Ｌ Ｌ ・・・（Ｌが10個）
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図 6.2 曲げられたステップの最小曲率半径を求めるための概略図[文献 9] 

 

 
図 6.3 相対線成長速度に対する無次元不純物濃度の影響[文献 5] 

 

７．工業装置内における結晶成長 

 

工業装置内における結晶成長は、多くの場合、非理想条件下における粒子群の成長である。粒子群で

ある以上、結晶粒子同士の性状は異なり、したがって個々の結晶成長速度にもちがいが生じる。測定や

計算に用いるのは、あくまで平均の値である。結晶成長速度は粒径に依存することが知られており、一

般には、小粒径であるほど結晶成長の速度は小さい。このことを成長速度の粒径依存性という。また、

粒径や形状の揃った結晶粒子群の場合であっても結晶成長速度に差が生じる。このことを成長速度の分

散という。これは、ほとんど同じ外見の粒子同士であっても、表面の微視的な性状や格子欠陥の分布ま

では同じではないことから、ステップの前進速度に差が生じることなどが考えられる。また、工業装置

特有の外的な要因として、撹拌翼との衝突による破砕や磨砕、混合状態の不均一性が挙げられる。結晶

粒径 0.1 mm 以上で破砕の影響が、1 mm 以上で磨砕の影響が大きくなってくる。とくに後者の場合は、

角の取れた形状になりやすい。(溶解が起こってそうなる場合もよくある。)また、結晶表面に窪みがある

BO

A

ρ

x
ℓ

ステップ

不純物

KC [-]
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G
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-]
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場合は、それを埋めるのに過飽和が消費される。その間、窪みの箇所での粒径は増大しないことになる。

混合状態について、結晶表面近傍は、過飽和が消費された古い液が滞留しやすいため、撹拌によって液

本体の新鮮な過飽和溶液と速やかに更新される必要がある。しかし、液の混合が均一でないとか浮遊せ

ずに装置底面に滞留している結晶は、新鮮な液との接触効率が不良となるため、きちんと液の更新がな

されている結晶との間で成長速度や最終粒径に差が生じる。工業晶析操作では、こうした非理想条件下

で進む装置内特有の結晶成長現象を制御することになる。結晶側の問題にせよ、装置側の問題にせよ、

装置内晶析現象の特徴は「分布」(バラツキ)にある。「分布」という言葉は、「粒径分布」のためだけにあ

るのではない。滞留時間や成長速度にも分布はある。 

 

８．結晶成長速度の測定法[文献 12,13] 

 

種晶１粒を糸で結んだもの、あるいはガスバーナーなどで先端を赤熱した針金を種晶に突き刺したも

のを割り箸に巻き付ける。ゆるやかな撹拌条件の下、ある温度で調製した飽和溶液を 1～2℃程度徐冷し、

過冷却溶液を調製する。また、このときの初期過飽和度 C を求めておく。たとえば、25℃の飽和溶液を

23℃まで冷却した場合は、25℃の溶解度から 23℃の溶解度を差し引くことで初期過飽和度 C を求めるこ

とができる。調製した過冷却溶液に種晶を吊るして浸漬させ、１時間程度以上経過した後、種晶を引き

上げる。その際、種晶に付着した液を拭う。種晶の重量と粒径を測定して質量成長速度 Rmまたは線成長

速度 G を求める。これらの微分項は、種晶の重量または粒径の増加量を浸漬時間で除して求める。また、

質量成長速度式に含まれる結晶表面積 A を求めることが難しい場合は、A を Rmの項に含めた式 ARmを質

量成長速度[kg/s]として定義してもよい。総括成長速度式の両対数グラフより定数 K および g を求める。 

以上は、単結晶に対する測定法であるが、実際の晶析操作では、結晶粒子群が対象となる。その場合

は、上記で調製した過冷却溶液に種晶粉体を添加して同様の操作を行う。種晶の添加量は、実際の操作

で用いる種晶の粒子濃度[wt%]と同じになるように決める。成長操作後は、固液分離と乾燥を行い、種晶

粉体の重量と平均粒径を測定する。平均粒径は、ふるい分けや沈降法、顕微鏡観察などにより粒径分布

を解析して求める。実際の操作において成長速度を直接測定したい場合は、導電率計や滴定などを用い

て操作中の濃度変化を測定して濃度対時間の図を作成し、濃度減少の傾きを図上で読み取って適宜単位

換算することで、質量成長速度 Rmまたは線成長速度 G を求めることができる。ただし、この方法は、測

定中に過飽和度が減少して一定の値にならないことから、正確な測定の仕方になっていない。あくまで

操作前後での過飽和度の差に対する平均成長速度としてとらえておく。結晶成長速度の測定の要点は、

なるべく核発生が起こらない条件下で行うことにある。過冷却度や撹拌速度が大きすぎると、核発生が

起こり、生成した結晶核に溶質が奪われるため、成長速度を正確に測定することができない。 

 

補 遺 

 

補遺１ 表面拡散 [文献 1-4] 

 

溶液相の溶質は、脱溶媒和エネルギー Gdesol [J]の障壁を乗り越えて自身を取り巻く溶媒和分子の衣を

脱ぎ去り、すでに結晶相にある表面分子と吸着することで結合を回復し、吸着エネルギー Ga [J]の分だ
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け安定化する。表面吸着した溶質は、現在の安定な格子点から表面拡散の活性化エネルギー Gsd [J]の障

壁を乗り越えて隣接する別の安定な格子点へと移り、表面上をランダムに移動する。移動の間、結晶相

分子の振動により熱エネルギーを得た溶質は、表面吸着を断ち切って脱着し、溶液相へ再溶解する。一

方、再溶解が起こる前にキンクに到達した溶質は、活性化エネルギー Gs [J]の分だけ安定化し、ついには

結晶相に取り込まれる。 

活性化エネルギー Gs [J]の障壁を乗り越えてキンクからテラスへ移動する単位キンク面積あたりの溶

質数 ns [#/m2]は、次式で表される。 

s
s 0

Δ= expn
G

n
kT

 …(1.1) 

ただし、n0はキンク 1 m2 あたりに存在する溶質数[#/m2]。 

脱着エネルギー Gdes [J]の障壁を乗り越えて結晶表面から溶液相へ移動する単位時間あたりの溶質数 ω 

[#/s]は、次式で表される。 

 des
des a desol

Δ= exp Δ Δ ΔG
G G G

kT
　　  …(1.2) 

ただし、 は溶質の振動数[1/s]。 

結晶表面に到達した溶質が再溶解するまでの平均滞留時間 τs [s]は、上式の逆数で表される。 

 des
s

Δ1= exp G
kT

 …(1.3) 

結晶表面に到達してから再溶解するまでの平均表面拡散距離 xs [m]は、数学的にはランダムウォークモ

デルに基づく [文献 14,15]。はじめ原点にある溶質は、距離(＋a)だけ離れた右隣の結晶格子点上、ある

いは距離(－a)だけ離れた左隣の格子点上へそれぞれ確率 p [－]で時間 t [s]ごとに 1 回移動する。到達から

再溶解までの平均滞留時間 τs [s]の間に N 回移動する場合、次式が成り立つ。 
 s =Nt  …(1.4)  

i 回目の移動時に溶質が到達する平均位置<xi>は、次式で表される。 
 < >=( ) +( ) =0ix a p a p  …(1.5) 

同様にして、i 回目の移動時に溶質が到達する平均二乗位置<xi2>は、 

次式で表される。 
 2 2 2 2< >=( ) +( ) =2ix a p a p a p  …(1.6) 

N 回移動後の溶質の平均位置<xs>は、<xi>の式を用いて次式で表される。 

s 1 2< >=< > < > < >=0Nx x x x  …(1.7) 

N 回移動後の溶質の平均二乗位置<xs2>、すなわち平均表面拡散距離 xs の二乗 xs2は、<xi>の式と<xi2>の式

を用いて次式で表される。 

 2 2 2 2 2 2
s 1 2 1 2 2 3 1 s< >=< > < > < > 2< >< >+2< >< >+ 2< >< >=2N N Nx x x x x x x x x x a pN x　　  …(1.8) 

表面拡散係数 Ds [m2/s]を次式で定義する。 

 
2

s
a pD

t
 …(1.9) 

τs の式を上式に代入して t を消去したものを<xs2>の式に代入すると、平均表面拡散距離 xs [m]を得る。 

0 +a +2a-2a -a

p p
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s s sx D  
2

s
2a pD

t
 …(1.10) 

二次元のランダムウォークを考慮する場合は、y 方向に対して上記と同様の整理を行うことで平均表面拡

散距離 zs [m]を得る。[文献 16] 

 2 2 2
s s s< >=< >+< >z x y  2

sz  …(1.11) 

 s s s= 4z D  …(1.12) 

s s sz D  
2

s
4a pD

t
 …(1.13) 

現象を反映した表面拡散係数 Ds [m2/s]は、次式で与えられる。 

 
2 sd

s
Δexp G

D a
kT

 …(1.14) 

xs の式にはじめの τs 式と上式を代入すると、現象を反映した平均表面拡散距離 xs [m]を得る。 

 des sd
s

Δ Δexp
2

G Gx a
kT

 …(1.15) 

 

補遺２ ステップ前進速度 

 

２．１ 過飽和度分布 [文献 17-19] 

結晶表面上の一次元濃度分布を考える。ステップを原点とし、原点からの距離 z=z～z+Δz の間を表面拡

散で出入りする溶質と、液本体と結晶表面の間で表面上の微小面積(Δz×1)を出入りする溶質がある。表面

拡散の溶質流束を Js|z=z または Js|z=z+Δz [#/(m･s)]、液本体から表面に向かう溶質流束を Jvb、表面から液本体

へ向かう溶質流束を Jvs [#/(m2･s)]とすると、微小部分での収支式は次式のように導かれる。 
 s Δ vb s vs( ) Δ ( ) Δz z z z zJ J z J J z  …(2.1.1) 

上式において、左辺が入量、右辺が出量を表している。表面拡散流束の負号について、溶質が原点へ向

かって移動することから流束自身は負であり、負号を付して正の値としている。 

導関数の定義を用いて上式を変形すると、収支式は次式のようになる。 

 
s Δ s

vb vs 0
Δ

z z z z zJ J
J J

z
 …(2.1.2) 

 s
vb vs

d 0
d
J J J
z

 …(2.1.3) 

上式の表面拡散流束 Js [#/(m･s)]は、Fick の法則を用いて次式で表される。 

 s
s s

d
d
nJ D
z
 …(2.1.4) 

ただし、ns は表面溶質濃度[#/m2]であり、単位面積当たりの結晶表面に吸着されている溶質数を表す。 
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溶質流束 Jvb と Jvs は、溶質濃度を用いてそれぞれ次式のように表される。 
 vb bJ k C  …(2.1.5) 

vs s sJ k n  …(2.1.6) 

ただし、C は溶液相の溶質濃度[#/m3]、kb は吸着速度定数[m/s]、ksは脱着速度定数[1/s]。 

溶液と結晶表面の間で吸着平衡が成り立つと仮定すると、次式が成り立つ。 

b s sk C k n 　 (homogeneousmixing)C C  …(2.1.7) 

* *
b s sk C k n  …(2.1.8) 

ただし、C*は溶液相の平衡飽和濃度[#/m3]、C∞は最大溶質濃度[#/m3]であり、溶質濃度 C に等しいものと

する。ns*は結晶表面上の平衡飽和濃度[#/m2]であり、単位面積当たりのステップに吸着されている溶質数

を表す。ns∞は最大表面溶質濃度[#/(m2･s)]であり、ステップから十分に離れた位置(z=∞)での溶質濃度を表

す。表面上に吸着された溶質を均一に混合することは困難であるため、位置 z での ns を ns∞と等値するこ

とはできない。 

上の２式より ks/kb を消去する。 

 s
* *

s

nC
C n

 …(2.1.9) 

液側と表面側の無次元過飽和度 σ と σs は、次式で表される。 

 
*

*
C C

C
 C C　  …(2.1.10) 

*
s s

s *
s

( )( ) n z nz
n

 …(2.1.11) 

過飽和度分布関数 Ψ [－]を次式で定義する。 

s( ) ( )z z  …(2.1.12) 
**

s s
* *

s
( ) n nC Cz

C n
 …(2.1.13) 

s
* *

s
( ) nCz

C n
 …(2.1.14) 

s s
*
s

n n
n

 s
* *

s

nC
C n

 …(2.1.15) 

微分収支式に Js、Jvb、Jvs の式を代入すると、結晶表面上における無次元の過飽和度分布式が導かれる。 

 s
s b s s

dd 0
d d

n
D k C k n

z z
 s

s s vb b vs s s
d , ,
d
nJ D J k C J k n
z

 …(2.1.16) 

 
2

s
s s s s2

d ( ) 0
d

n
D k n n

z
 b s sk C k n 　 …(2.1.17) 

 
2 *

*s s
s s s2

d ( ) 0
d

n n
D k n

z
 *

s s sn n n  …(2.1.18) 

n s
[#

/m
2 ]

zz=0(kink, step)

－Js|z+Dz

ns∞
(=C∞)

－Js|z

Jvb Jvs

Dz
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2

* *
s s s s2

d0 0
d

n D k n
z

 …(2.1.19) 

 
2

s s2
d
d

D k
z

 …(2.1.20) 

 
2

2
s s

d
d Dz

 s
s

1k  …(2.1.21) 

 
2

2 2
s

d
dz x

 s s sx D  …(2.1.22) 

上式は Bessel の微分方程式であり、厳密な一般解は Bessel 関数を用いて表されるが、ここでは次のよう

にして解く[文献 20]。上式は、元の関数を二回微分すると元の関数が再び現れる形の式になっている。

そのような関数の候補として、指数関数が想起される。上式が二階の微分方程式であることから、解の

候補は e－xと exである。二つの解を重ね合わせると、上式の一般解は次式のようになる。 

 s s
1 2( ) z x z xz C e C e  …(2.1.23) 

ただし、C1 と C2は定数[－]。 

 

２．２ 単一ステップ [文献 17-19,21] 

 直線状の単一ステップを考える。ステップから十分に離れた位置(z=±∞)においては、Ψ 式の nsに ns∞を

代入すると Ψ=0 となることから、「z=±∞のとき Ψ=0」が無次元過飽和度分布式に対する境界条件となる。

定数 C1と C2について、Ψ はステップの位置(z=0)において最大となり、正負の方向に関わらずステップか

ら離れるにしたがい減少する。このことを考慮すると、z>0 において C2=0、z<0 において C1=0 となる。

Ψ の微分方程式は、次式のように場合分けされる。 

 z>0 のとき s
1( ) z xz C e  …(2.2.1) 

z<0 のとき s
2( ) z xz C e  …(2.2.2) 

初期条件について、z=0 のとき定数 Ψ(0)をとることから、上式より次式が成り立つ。 
 1 2 (0)C C  …(2.2.3) 

定数 Ψ(0)について、ステップの位置(z=0)では、σs(z)の式の nsが結晶表面上の平衡飽和濃度 ns*に相当する

ことから、表面拡散の過飽和度 σs は近似的に 0 となる。このときの Ψ は、液側の無次元過飽和度 σ に等

しくなることから、次式が導かれる。 
 (0)  …(2.2.4) 

Ψ(z)+と Ψ(z)－の式に代入すると、単一ステップの過飽和度分布式を得る。 
 s( ) z xz e  (z>0) …(2.2.5) 

s( ) z xz e  (z<0) …(2.2.6)  

表面拡散流束 Js の式より過飽和度分布関数 Ψ を含む表面拡散流束式が導かれる。 

 s
s s

d
d
nJ D
z
 …(2.2.7) 

 
*

s s
s s

d( )
d

n nJ D
z

 *
s s sn n n  …(2.2.8) 

u

＋z－z
h

＋z－z O

Ψ
Ψ∞(0)
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 *s
s s s s

d d
d d
n

J D n D
z z

 …(2.2.9)  

 *
s s s

d
d

J n D
z

 s
s

d 0
d
nD
z

 …(2.2.10) 

Ψ(z)+または Ψ(z)－の式を代入して z=0 を用いると、正または負の方向からステップに流入する溶質の表面

拡散流束 Jsingle± [#/(m･s)]が導かれる。 

 
*
s s

single+
s

n DJ
x

 (z>0) …(2.2.11) 

*
s s

single
s

n DJ
x

 (z<0) …(2.2.12) 

原点における表面拡散流束は、単位長さのステップに侵入する単位時間あたりの溶質数を意味する。 

表面拡散の全溶質流束 Jsingle [#/(m･s)]は、上の２式を用いて次式のように導かれる。 
 single single+ single( ) ( )J J J  …(2.2.13) 

 
*
s s

single
s

2n DJ
x

 …(2.2.14) 

s 0
single

s

s

2 ex ΔpD nJ
x kT

G
 

*
s 0

s= Δexpn n
k
G
T

 …(2.2.15) 

0 s
single

s

sΔ2 exp Gn xJ
kT

 
2

s
s

s

xD  …(2.2.16) 

s des
single 0 s

Δ Δ2 exp G GJ n x
kT

 
des

s
Δ1= exp G

kT
 …(2.2.17) 

ステップ前進速度 single [m/s]は、キンク 1 m2 あたりに存在する溶質数 n0 [#/m2]を用いて次式で表される。 

 
single

single
0

J
n

 …(2.2.18) 

 s des
single s

Δ Δ2 exp G Gx
kT

 …(2.2.19) 

 

２．３ 平行ステップ群[文献 17-19,21] 

 直線状の平行ステップ群が λ [m]おきに等間隔に並んでいるものとする。間隔の中央を原点(z=0)に定め

ると、z=±λ/2 の位置にステップの両端が存在する。ステップにおける表面拡散の過飽和度 σs は 0 となる

ことから、Ψ は溶液側の過飽和度 σ に等しい。このことから、「z=±λ/2 のとき Ψ=σ」が Ψ の微分方程式に

対する境界条件となる。 

 s s
1 2( ) z x z xz C e C e  …(2.3.1) 

 z=＋λ/2 のとき s s2 2
1 2

x xC e C e  …(2.3.2) 

 z=－λ/2 のとき s s2 2
1 2

x xC e C e  …(2.3.3) 
s s2 2

1 2( )( ) 0x xC C e e  …(2.3.4) 
 1 2 0C C C  (z≠0) …(2.3.5) 

u
u u

l
l

h

z=0
－ ＋
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σ の式に代入すると、定数 C0を得る。 
 s s2 2

0 0
x xC e C e  …(2.3.6) 

 
s s0 2 2x xC

e e
 …(2.3.7) 

Ψ の微分方程式の一般解、すなわち平行ステップ群の過飽和度分布式は次式のように導かれる。 

 s s s s
0 0 0( ) ( )z x z x z x z xz C e C e C e e  …(2.3.8) 

 
s s

s s2 2( )
z x z x

x x
e ez

e e
 

s s0 2 2x xC
e e

 …(2.3.9) 

 s

s

cosh( )( )
cosh( 2 )

z xz
x

 cosh ,
2 2 2

z ze ez z  …(2.3.10) 

表面拡散流束 Jsの式に代入すると、正または負の方向からステップに流入する溶質の表面拡散流束 Jparallel± 

[#/(m･s)]が導かれる。 

 
* s

parallel± s s
s

cosh( )d
d cosh( 2 )

z xJ n D
z x

 …(2.3.11) 

 

*
s s

parallel± s
s

d cosh( )
cosh( 2 ) d

n DJ z x
x z

 …(2.3.12) 

 

*
s s s

parallel±
s s

sinh( )
cosh( 2 )

n D z xJ
x x

 …(2.3.13) 

 

*
s s s

parallel±
s s

sinh( )
cosh( 2 )

n D z xJ
x x

 …(2.3.14) 

ステップの位置(z=＋λ/2 または－λ/2)における表面拡散の全溶質流束 Jparallel [#/(m･s)]は、次式で表される。 
 parallel parallel+ parallel parallel( ) ( ) 2J J J J‐  …(2.3.15) 

 

*
s s s

parallel
s s

2 sinh( 2 )
cosh( 2 )

n D xJ
x x

 (z=＋λ/2) …(2.3.16) 

 

*
s s

parallel
s s

2 tanh
2

n DJ
x x

 …(2.3.17) 

 
s 0

parallel
s s

s2 exp tanh
2

ΔD nJ
x

G
kT x

 
*
s 0

s= Δexpn n
k
G
T

 …(2.3.18) 

 0 s
parallel

s

s

s

2 exp tanh
2

Δn xJ
kT x
G

 
2

s
s

s

xD  …(2.3.19) 

s des
parallel 0 s

s

Δ Δ2 exp tanh
2

G GJ n x
kT x

 
des

s
Δ1= exp G

kT
 …(2.3.20) 

parallel single
s

tanh
2

J J
x

 s des
single 0 s

Δ Δ2 exp G GJ n x
kT

 …(2.3.21) 
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ステップ前進速度 parallel [m/s]は、キンク 1 m2あたりに存在する溶質数 n0 [#/m2]を用いて次式で表される。 

 
parallel

parallel
0

J
n

 …(2.3.22) 

 s des
parallel s

s

Δ Δ2 exp tanh
2

G Gx
kT x

 …(2.3.23) 

 parallel single
s

tanh
2x

 s des
single s

Δ Δ2 exp G Gx
kT

 …(2.3.24) 

 

補遺３ 二次元核成長 

 

３．１ 二次元核生成 [文献 22-29] 

 二次元核生成速度 J2D [#/(m2･s)]は、一次核発生速度と同様の手順で導かれる。 

 *
2D gJ n Z  

2
QZ
kT

 …(3.1.1) 

溶質の二次元核クラスターへの衝突速度 β [m/s]は、溶液系の場合、溶質の表面拡散項を考慮して次式で

表される。[文献 30] 

 
* sdΔ2 expg

G
kT

 …(3.1.2) 

ただし、 Gsdは表面拡散エネルギー(現在の安定な格子点から隣の安定な格子点へ移るのに必要なエネル

ギー)[J]、 は溶質の振動数[1/s]。 

J2D の式に代入する。 

 
*

* sd 2D
2D T

Δ Δ2 exp expg
G GJ N Z
kT kT

 
* 2

* 2D m
T 2D

Δexp ,Δ *
ln(1 )g

G hn N G
kT kT

 …(3.1.3) 

 
*
2D

2D 2D
Δexp GJ A

kT
 * sd

2D T
Δ2 expg

GA N Z
kT

 …(3.1.4) 

Z 因子は、次式のように導かれる。  

 
2

QZ
kT

 
2

2D
2

*

Δ

g g

GQ
g

 …(3.1.5) 

 
*

2

m2 2 ln(1 ) 2
g g

Z g πh gkT kT
g

 2D mΔ 2 ln(1 )G g πh gkT  …(3.1.6) 

1 2
m

*
( ) ln(1 ) 2

g g
Z πh g kT kT

g
 …(3.1.7) 

3 2
m

1 ( *) 2
2

Z πh g kT  …(3.1.8) 
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0.5 3 21/4
m( ) ( *)

2
h gZ

kT
 …(3.1.9) 

0.5 3 2
m( ) ( *)0.376 h gZ

kT
 …(3.1.10) 

A2D の式に代入する。 

 
0.5 3 2

* sd m
2D T

Δ ( ) ( *)2.36 expg
G h gA N
kT kT

 …(3.1.11) 

 

３．２ 単一核成長[文献 22,30] 

二次元核生成が起こるまでの待ち時間 tw [s]が結晶表面全体を覆うまでの掃引時間 ts [s]よりも十分に長

い場合(tw>>ts)、二次元核が広がって表面全体を覆い尽くした後に次の二次元核が生成する単一核成長機

構が支配的となる。このとき、結晶表面に対して垂直方向の成長速度 R2D [m/s]は、次式で表される。 
 2D 2DR J Ah …(3.2.1) 

ただし、A は二次元核によって覆われる結晶表面の全面積[m2]、h は二次元核の厚み[m]。 

二次元核生成速度 J2Dの式を代入する。 

 
2

* sd m
2D T 2 2

Δ2 exp exp
ln(1 )g

G hR N ZAh
kT k T

 …(3.2.2) 

 

3 22 2
sdm m m

2D T m 22 2
Δ 12 exp exp 2

2ln(1 ) [ ln(1 )]ln(1 )
G h πhR N Ah πh kT

kT kT kTk T
 

2
* 3 2m m

m 2
1, ( *) 2 , *
2ln(1 ) [ ln(1 )]g

πhZ πh g kT g
kT kT

 …(3.2.3) 

3 22
31 2 m

2D 4 2 exp
ln(1 ) ln(1 )[ ln(1 )]

KK K πhR K
kT

　 

2
msd m m

1 T 2 3 42 2
Δ2 exp , , ,

4
πhG hK N Ah K K K

kT kT kTk T
 …(3.2.4) 

3 22 31 2
2D 5 ln(1 ) exp

ln(1 ) ln(1 )
KK KR K  

3 22
m

5 4 2 2
πhK K

k T
　  …(3.2.5) 

3 26 3
2D ln(1 ) exp

ln(1 ) ln(1 )
K KR 　 6 1 2 5K K K K  …(3.2.6) 

1 2 2
2D 1 ln(1 ) exp

ln(1 )
AR A 　 6

1 2 3,
ln(1 )

KA A K  …(3.2.7) 

 
1 2 2

2D 1 exp AR A  (σ<0.1) …(3.2.8) 



晶析工学 (新潟大・三上貴司) 

23 

 

３．３ 渦巻き成長 

渦巻き成長速度 Rspiral [m/s]は、次式で表される。 

2 2
spiral 1 tanh DR D  s des

1 2
2 s

exp[ (Δ Δ ) ] ,
2

h G G kTD D
D x

 …(3.3.1) 

tanh 項について、一般に次式が成り立つ。 

tanh
x x

x x
e ex
e e

 …(3.3.2) 

3
tanh

3
xx x  …(3.3.3) 

xが十分に大きいときは tanh xの定義式の xに無限大を代入する。あるいは、xが十分に小さいときはTaylor

展開式の第一項を用いる。 

 tanh 1x  …(3.3.4) 

tanh x x  …(3.3.5) 

低過飽和条件の場合(σ<<D2)、次式が成り立つ。 

 2
spiralR  …(3.3.6) 

高過飽和条件の場合(σ>> D2)、次式が成り立つ。 

 spiralR  …(3.3.7) 

 渦巻き成長により描かれる模様をアルキメデスらせんと見なすと、ステップ間隔 λ [m]と無次元過飽和

度 σ [－]の関係式を導くことができる。アルキメデスらせんの極方程式は、次式で定義される。 

 r K  …(3.3.8) 

ただし、K は定数[－]、r はらせん中心からの距離[m]、θ は回転角[rad]。 

渦巻き成長の開始点 O を中心とする曲率円の半径 ρ [m]は、曲率円上の二つの接点 A および B を結ぶ

中心角 θ [rad]をなす扇形 OAB の弧長 l [m]を用いて表される。[文献 31］ 

 
ΔΔ 2 Δ
2

l  …(3.3.9) 

 
Δ
Δ

l
 …(3.3.10) 

微小弧長 l は、線分 AB を斜辺とする直角三角形の斜辺と見なすことができる。接点 A と B の直角座標

をそれぞれ A(x, y)、B(x+ x, y+ y)とすると、三平方の定理より次式が成り立つ。 

 
2

2 2 ΔΔ (Δ ) (Δ ) Δ 1
Δ

yl x y x
x

 …(3.3.11) 

曲率円上の点 A および点 B を通る接線と x 軸の間の角をそれぞれ α および β とするとき、微小角 θ は

これらの差に等しい。 
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 Δ ( )　　  …(3.3.12) 

上式の正接(tan)を取ると、加法定理を用いて次式のように導かれる。 

sin( )tan(Δ ) tan( )
cos( )

 …(3.3.13) 

sin cos cos sintan(Δ )
cos cos sin sin

 …(3.3.14) 

sin cos cos sin cos cos sin sintan(Δ )
cos cos cos cos

 …(3.3.15) 

 
tan tantan(Δ )

1 tan tan
 …(3.3.16) 

微小角 Δθ が十分に小さいとき、次式が成り立つ。 
 tan(Δ ) Δ  tanh x x  …(3.3.17) 

正接項は、曲線 y=f(x)を通る点 A および B の接線の傾きを表すことから、次式で表される。 
tan ( )f x  …(3.3.18) 

tan ( Δ )f x x  …(3.3.19)  

上の３式を tan( θ)の式に代入する。 

 
( Δ ) ( )Δ

1 ( Δ ) ( )
f x x f x

f x x f x
 …(3.3.20)  

l の式と上式を曲率半径 ρ の式に代入する。 

 
2Δ ( Δ ) ( )Δ 1

Δ 1 ( Δ ) ( )
y f x x f xx
x f x x f x

 …(3.3.21) 

 
2Δ ( Δ ) ( )1 ( Δ ) ( ) 1

Δ Δ
y f x x f xf x x f x
x x

 …(3.3.22) 

 
2

2 d ( )1 ( ) 1
d
y df xf x
x dx

 ( x→0) …(3.3.23) 

 2 21 ( ) 1 ( )f f f  …(3.3.24) 

 

3 221 ( )f

f
 

2

2
d d,
d d
y yf f
x x

 …(3.3.25) 

上式を極座標に変換する。直交座標(x, y)を極座標(r, θ)で表す。[文献 32］ 

 cosx r  …(3.3.26) 

d dcos sin
d d

x r
r r

 …(3.3.27)  

d (cos )d ( sin )dx r r  …(3.3.28) 

α β

θρ

O

l
A

B

x
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2 2 2 2 2 2(d ) cos (d ) 2 cos sin d d sin (d )x r r r r  …(3.3.29) 

y についても同様に変形する。 
siny r  …(3.3.30) 

d dsin cos
d d

y r
r r

 …(3.3.31) 

d (sin )d ( cos )dy r r  …(3.3.32) 
2 2 2 2 2 2(d ) sin (d ) 2 sin cos d d cos (d )y r r r r  …(3.3.33) 

 2 2 2 2 2(d ) (d ) (d ) (d )x y r r  
2 2sin cos 1x x  …(3.3.34) 

 

2 2 2
2d d d1

d d d
y r r
x x x

 …(3.3.35) 

ρ の式の分子を導く。 

3 22 23 22 2d d1 ( )
d d

rf r
x x

 
dyf
dx

 …(3.3.36) 

3 22 2 23 22 2d d d1 ( ) 1
d d d

r xf r
x x r

 …(3.3.37) 

3 23 23 22 2d d1 ( ) 1
d d

rf r
x r

 …(3.3.38) 

ρ の式の分母を導く。 

 
2

2
d d d d d
d d d d d

d y y y rf
x x r x xdx

 …(3.3.39) 

 
2

2
d d d d d d d d d d
d d d d d d d d dd

y r r r y y r rf
r r x x x r r x xr

 …(3.3.40) 

 
22 2 2

22 2
d d d d d d d d dd d d1

d dd d d d d d ddd d
r y y r r y y rx x xf

r rx r r x x r xrr r
 …(3.3.41) 

 

22 2

2 2
d d d d d d
d d d dd d
r y y x r rf
x r x xr r

 …(3.3.42) 

 

2 32 2

2 2
d d d d d
d d dd d
r y y x rf
x r xr r

 …(3.3.43) 
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3 2 2

2 2
d d d d d
d d dd d

r x y y xf
x r rr r

 …(3.3.44) 

分子の式と分母の式を ρ の式に代入する。 

 

3 23 2 3 2 2
2

2 2
d d d d d d d1
d d d d dd d
r r x y y xr
x r x r rr r

 …(3.3.45) 

 

3 22 2 2
2

2 2
d d d d d1
d d dd d

x y y xr
r r rr r

 …(3.3.46) 

分母の微分項を dθ/dr の形に置き換える。 

 
2

2
d d dcos sin

d dd
x r

r rr
 d dcos sin

d d
x r
r r

 …(3.3.47) 

  
2 2

2 2
d d d d dsin ( sin ) sin

d d dd d
x r r

r r rr r
 …(3.3.48) 

 
2 2

2 2
d d d d dsin sin cos sin

d d dd d
x r r

r r rr r
 …(3.3.49) 

 
22 2

2 2
d d d d dsin sin cos sin

d d dd d
x r r

r r rr r
 …(3.3.50) 

 
22 2

2 2
d d d d2sin cos sin

d dd d
x r r

r rr r
 …(3.3.51) 

y の微分項についても同様に変形する。 
2

2
d d dsin cos

d dd
y r

r rr
 d dsin cos

d d
y r
r r

 …(3.3.52) 

2 2

2 2
d d d d dcos ( cos ) cos

d d dd d
y r r

r r rr r
 …(3.3.53) 

2 2

2 2
d d d d dcos cos sin cos

d d dd d
y r r

r r rr r
 …(3.3.54) 

22 2

2 2
d d d d dcos cos sin cos

d d dd d
y r r

r r rr r
 …(3.3.55) 

22 2

2 2
d d d d2cos sin cos

d dd d
y r r

r rr r
 …(3.3.56) 

ρ の式の分母を変形する。 

22 2 2

2 2 2
d d d d d d d dcos sin 2cos sin cos
d d d d dd d d
x y y x r r r
r r r r rr r r

 …(3.3.57) 



晶析工学 (新潟大・三上貴司) 

27 

2 2

2
d d d dsin cos 2sin cos sin
d d d d

r r r
r r r r

 …(3.3.58) 

22 2 2

2 2 2
d d d d d d d dcos sin 2cos sin cos
d d d d dd d d

x y y x r r r
r r r r rr r r

 

2 2

2
d d d dsin cos 2sin cos sin
d d d d

r r r
r r r r

 …(3.3.59) 

2 2
2 2

22 2

2 2 2 3 2
2 2 2

2

d d d2cos sin cos cos
d d dd d d d

d dd d d d d d2 sin cos sin sin cos
d d dd

r r
r r rx y y x

r rr r
r r r

r r rr

 

2 2
2 2

2

2 3 2
2 2 2

2

d d d2sin sin cos sin
d d d

d d d d2 sin cos cos sin cos
d d dd

r r
r r r

r r r
r r rr

 …(3.3.60) 

32 2 2
2 2 2 2

2 2 2
d d d d d d d2cos cos sin
d d d dd d d
x y y x r r
r r r rr r r

 

32
2 2 2 2

2
d d d2sin sin cos
d dd

r r
r rr

 …(3.3.61) 

32 2 2
2

2 2 2
d d d d d d d2
d d d dd d d
x y y x r r
r r r rr r r

 …(3.3.62) 

ρ の式の分母に代入すると、極座標基準の曲率半径 ρ [m]を得る。 

3 22 2

2 3

1 ( )

2 ( )

r

r r
 

2

2
d d,
d dr r

 …(3.3.63) 

アルキメデスらせんの極方程式を代入する。 

 

3 2 3 22 2 2 2

2 2 3 2

1 (1 ) 1

2(1 ) (1 ) 0 (2 )

K K

K K K K
  r K  …(3.3.64) 

上式に原点の条件 θ=0 を代入すると、らせん中心における曲率半径 ρc [m]を得る。 

 c 2
K  …(3.3.65) 

らせん上のある位置(r1, θ1)とそこから一周成長した位置(r2, θ1+2π)の関係は、次式で表される。 
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 1 1r K  …(3.3.66) 

2 1( 2 )r K  …(3.3.67) 

上式の差をとると、ステップ間隔 λ [m]を得る。 
 2 K  2 1r r  …(3.3.68) 

c4  c 2
K

 …(3.3.69) 

曲率半径 ρcを二次元核の臨界半径 ρg*とみなすと、現象が反映されたステップ間隔 λ [m]と現象が反映さ

れたアルキメデスらせんの極方程式を得る。 

 m4
kT

 * m
c 0.( ) , 1g kT

　 …(3.3.70) 

 m2K
kT

 c2K  …(3.3.71) 

 m2r
kT

 r K  …(3.3.72) 

 

３．４ 付着成長 [文献 33,34］ 

 結晶面の角が崩壊してできるようなキンクの個数密度が高い特異面では、溶液相の溶質は表面拡散を

経ることなく直接的にキンクに取り込まれる。このような条件では、結晶相に取り込まれるまでに溶質

が経験するエネルギー障壁はほぼ最小となり、成長速度はほぼ最大となる。 

溶液相の溶質が脱溶媒和エネルギー Gdesol [J]の障壁を乗り越えてキンクへ飛び込む頻度 ωad [1/s]は、次

式で表される。 

 desol
ad

Δ= exp G
kT

 …(3.4.1) 

ただし、 は溶質の振動数[1/s]。 

溶液相の過飽和度を C [≡C－C*] [#/m3]とすると、単位面積当たりのキンク近傍の溶質濃度 n [#/m2]は、

溶質の飛び込み距離 ls [m]を用いて次式で表される。 
 sΔn l C  …(3.4.2) 

式(3.4.1)と上式を乗じると、溶液相からキンクへ飛び込む溶質流束 J [#/(m2･s)]が導かれる。 

 desol
ad

Δ= Δ exp G
J a C

kT
 sl a  …(3.4.3) 

上式を無次元過飽和度 σ [－]を用いて表すと、次式のようになる。 

* desol
ad

Δ= exp G
J aC

kT
 …(3.4.4) 

上式に分子一個の体積 m [m3/#]を乗じると、付着成長速度 Rad [m/s]を得る。(Wilson-Frenkel の式) 

* desol
ad m

Δ= exp G
R aC

kT
 …(3.4.5) 

 

補遺４ 不純物存在下における結晶成長 
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曲げられたステップの前進速度  [m/s]は、無次元過飽和度分布式を解くことで導かれる。［文献 18］ 

 
2

s s
s2 2 *

s s

( )d ( ) ( )
d

n n zz z
z x n

　　  …(4.1) 

 s s
1 2( ) z x z xz C e C e  …(4.2) 

いま、曲げられたステップでの結晶成長を二次元核成長とみなす。曲率半径 ρ の二次元核の島の中心を

原点とすると、単一ステップの場合と同様、「z=±∞のとき Ψ=0」が上式に対する境界条件となる。過飽和

度分布関数 Ψ は、ステップの位置(z=±ρ)、すなわち二次元核の島の両端において最大となり、正負の方向

に関わらずステップから離れるにしたがい減少する。このときの過飽和度分布式は、単一ステップの場

合と同様、次式で表される。 
 z>0 のとき s

1( ) z xz C e  …(4.3) 

 z<0 のとき s
2( ) z xz C e  …(4.4) 

初期条件について、z=±ρ のとき定数 Ψ(±ρ)をとることから、次式が成り立つ。 
 z=＋ρ のとき s

1( ) xC e  …(4.5) 

z=－ρ のとき s
2( ) xC e  …(4.6) 

上式より、定数 C1と C2を得る。 
s

1 2 ( ) xC C e  [ ( ) ( ) ( )] …(4.7) 

定数 Ψ(ρ)について、ステップの位置(z=±ρ)では近似的に 0 とみなせるが、導出手順の都合上、ここではあ

えて Ψ(ρ)のままにしておく。 

 s s( ) ( ) x z xz e e  (z>0) …(4.8) 

s s( ) ( ) x z xz e e  (z<0) …(4.9) 

表面拡散流束 Js の式に上式を代入して z=＋ρ と－ρ を代入すると、正または負の方向から曲げられたステ

ップに流入する溶質の表面拡散流束 Jρ+と Jρ－[#/(m･s)]が導かれる。 

*
s s s

d
d

J n D
z

 …(4.10) 

 
s

s

*
s s

+
s

( ) x
xn D eJ e

x
 [z=＋ρ] …(4.11) 

 
*
s s

+
s

( )n DJ
x

 …(4.12) 

s
s

*
s s

s

( ) x
xn D eJ e

x
 [z=－ρ] …(4.13)  

*
s s

s

( )n DJ
x

 …(4.14)  

曲げられたステップに流入する溶質の全表面拡散流束 Jρ [#/(m･s)]は、次式で表される。 
 ρ ρ+ ρ( ) ( )J J J  …(4.15) 
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*
s s

ρ
s

2 ( )n DJ
x

 …(4.16) 

単一ステップの場合と同様の手順にしたがうと、曲げられたステップの前進速度 ρ [m/s]と単一ステップ

の前進速度 single [m/s]を得る。 

 s des
ρ s

Δ Δ2 ( ) exp G Gx
kT

 …(4.17) 

 s des
single s

Δ Δ2 (0) exp G Gx
kT

 (0)  …(4.18) 

前述した単一ステップ速度の解析では、ステップの位置(z=0)で Ψ(0)を近似的に σ と置いて解析を進めた

が、定数 Ψ(ρ)と区別するために定数 Ψ(0)のままとした。 

上の２式の比を取る。 

 
ρ

single

( )
(0)

 …(4.19) 

 
ρ s

single s

( )
(0)

  s( ) ( )z z  …(4.10) 

 
ρ s

single s

[1 ( ) ]
[1 (0) ]

 …(4.11) 

 
ρ s

single

( )1  s (0)  …(4.12)  

二次元核の曲率半径 ρg*を用いると、曲率半径を関数とする曲げられたステップの前進速度  [m/s]を得る。 

 
ρ m m

csingle
1

kT kT
 m m

s
c

) ., 1( 0,
kT kT

 …(4.13) 

 c
0 1  ρ 0 single,  …(4.14) 

ただし、ρc は二次元核の臨界半径[m]、 は不純物溶存下でのステップ前進速度[m/s]、 は純粋溶液中の

ステップ前進速度[m/s]。 
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